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Motivation: MalB} und Integral

Wir wollen eine Funktion
m: P(R) — [0,00) U {oo}

finden, die folgende Eigenschaften erfillt:
(1) Es gilt Va,b € R: m([a,b]) = m((a,b)) = b— a.
(i7) Sind E, F C R mit E C F, so ist m(E) < m(F).

(7i7) Translationseigenschaft: sind £ C R und x € R beliebig, so ist m(E) = m(E + x)
(wobei E+z:={z+y|ye E} ist).

(iv) Additivitat: sind E; C R fiir j € IN disjunkte Mengen (d.h. E;NE; = 0 Vi, j €
IN, 7 # j), so soll gelten:

m| |JE| =D m(E)
JEN Jj=1

Das Problem ist, dass es eine solche Funktion nicht gibt! Stattdessen wollen wir einen
bestmoglichen Ersatz fiir diese Funktion konstruieren. Dafiir konstruieren wir zunéchst

eine nicht-messbare Menge (nach Vitali). Wir betrachten die Restklassen von Q in R

(beztiglich der Addition), also fiir z € R die Menge z+@Q. Diese Restklassen partitionieren
R, d.h. insbesondere gilt fiir x,y € R mit y—z € Q sofort auch z+Q = y+Q. Andererseits
folgt aus z,y € R mit y—z ¢ Q sofort x+QNy+Q = 0, d.h. die zugehorigen Restklassen
sind disjunkt. Formal kann man diese Restklassen durch die Aquivalenzrelation ~ mit
x ~y: <= x—y € Q konstruieren (Beweis durch einfaches nachrechnen). Wir
bezeichnen die Menge aller solchen Restklassen als R/Q. Nun wihlen wir zu jeder der
Mengen (z + Q) N [0,1] ein Element, und sammeln diese in einer Menge E (fiir diese
Konstruktion benétigen wir das Auswahlaxiom, welches wir in dieser Vorlesung als wahr
annehmen). Es gilt
E+qNnE+r=0Vr,qe Qmit ¢ #r,

dennye F+gNE+r = drj,zs € E:x1+q=y=204+7r = 1 — 22 =7 —¢q €
R = x; und x5 liegen in derselben Restklasse; ¢, da wir aus jeder Restklasse nur ein
Element ausgewédhlt haben. Nun definieren wir Qo = Q N [0, 1].

Angenommen, es existiert eine Abbildung m : P(R) — [0, 00) U {co}. Dann gilt:

U E+9 <o
7€Qo



Es gilt aber auch:

(i1) ) iii
2 <m U(E+q) QZm(E—Fq)me(E)
q€Qo q€Qo q€Qo

— m(E) =0 (+)

Andererseits gilt aber

U(E+Q) 2 [07 1]a
q€Q

denn fir y € [0, 1] existieren ein x € F und ein ¢ € Q mit y = x + ¢. Es folgt:
(i) (@) (iv) (i) ()
L=m(0,1) <m || JE+q | =D mE+q=> mE)=> 0=0
q€eQ q€Q q€Q q€Q

Dies ist ein Widerspruch, also existiert keine Abbildung m mit den Eigenschaften (7)-(iv).

1 MaBe und messbare Funktionen
1.1 o-Algebren und MaBe
Sei X im Weiteren eine Menge.

Definition 1.1.1. Fine Menge von of C P(X) heifit o-Algebra auf X, falls folgende
Eigenschaften erfillt sind:

(1) Xed
(1)) Ace o = X\Aed
(iti) Aje o firie N = (J2, Aie &

Das Paar (X, <) heifit dann messbarer Raum.

Bemerkung. (i) Eine o-Algebra o ist auch unter abzahlbaren Durchschnitten abge-

schlossen, denn es gilt:
E/ nach (ii)

ﬂAz‘ZX\(iUlm>

€N =
—— —
€4/ nach (4i1)

€4/ nach (it)

(it) Es gilt auch O € o, und die Implikation A,B € o — A\ B € 4.



Beispiel. P(X) sowie {0, X} sind o-Algebren.
Satz 1.1.2. Jeder Schnitt von o-Algebren auf X ist wieder eine o-Algebra.

Beweis. Sei ();cr eine Familie von o-Algebren, und sei

Aeﬂ%::d.

el

Dann gilt A € &7 Vi € I. Damit ist aber auch X \ A € 7 Vi € 1. Somit folgt X \ A € &,
d.h. Eigenschaft (i7) ist gezeigt. Eigenschaft (i) ist trivial, und (iii) folgt analog zu
(i1). O

Bemerkung. Nicht jede Menge £ C P(x) ist eine o-Algebra, aber man kann aus einer

gegebenen Menge immer eine o-Algebra erzeugen.

Definition 1.1.3. Sei & C P(x). Dann heifit
(&) = ﬂ{szf | o7 ist eine o-Algebra auf X mit £ C &/}

die von & erzeugte o-Algebra. £ wird dann erzeugendes System von o(E) genannt.

Bemerkung. (i) o(€) ist eine o-Algebra, als Schnitt von o-Algebren.

(i7) Es gilt € C o(E).

(iii) Damit ist o(E) die kleinste o-Algebra, die € enthdilt. Der Beweis ist Ubungsaufgabe.
Beispiel. (i) Sei E C X und £ :={E}; dann ist 0(E) = {0, E, X \ E, X }.

(13) Sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann heifit o(t) Borel-o-Algebra, auch ge-
schrieben AB(t). Ihre Elemente heiffen Borelmengen. Fir X = R™ mit dblicher

Topologie schreiben wir B™.

(1ii) Seien X # 0 und (Y, %) ein messbarer Raum, sowie f : X — Y eine Abbildung.
Dann ist

i) ={71(0) | C e}
ebenfalls eine o-Algebra auf X.

(iv) Seien X CY und (Y, %) ein messbarer Raum. Dann erzeugt die Identitdtsabbildung
Id: X —»Y,x — x eine o-Algebra durch

Clx =1d7Y¥)={XNC|Cec%}.

Diese wird Spur-o-Algebra auf X genannt.




(v) Seien & C P(x) fir i € I. Dann gilt:

o(Us) = (Ure)

Der Beweis ist Ubungsaufgabe.

Definition 1.1.4. Wir betrachten R := RU{—o00, +00}. Wir setzen —oo < a < 400 Va €
R. Wir sagen, dass eine Folge (sp)ken in R gegen s € R konvergiert, falls eine der

folgenden Aussagen gilt:
(i) Esgit se R, undVe >03K e N:sp € (s—e,s+¢) Vk> K.
(i7) Es gilt s = +o00, und ¥r >0 IK € N : s, € (r,+o0] Vk > K
(791) Es gilt s = —o0, und ¥Vr >0 3K € N : s € [—o0,7) Vk > K.

Der bekannte Konvergenzbegriff ibertragt sich (einschliefllich bestimmter Divergenz).
Insbesondere konvergiert nun jede monotone Folge. Eine Menge U C R ist genau dann
offen, wenn U N R offen ist und, falls +00 (bzw. —o0) € U ist, ein a € R existiert mit
(a,+00] C U (bzw. [—00,a) C U). Nach Definition wird die Borel-o-Algebra % auf R

durch die offenen Mengen in R erzeugt, und es gilt:
#={BUE|Be€%und E C {—00,+00}}

Wir definieren nun auch eine Addition auf R: gelte (+00) + (+00) = +00, +00 + a =
+oo Va € R; analog fir —oo. Nur die Summe (+00) 4+ (—o0) bleibt undefiniert. Wir
erinnern uns, dass sup ) = —oo und inf () = +oo ist (dies ist konsistent mit A C B =
sup A <sup B und inf A > inf B).

Definition 1.1.5. Sei &/ C P(X) eine o-Algebra. Eine Funktion p : o/ — [0, 00] heifit
Maf$ auf of , falls gilt:

(1) u(@) =0

(13) Fir paarweise disjunkte Mengen A; € o (fir i € IN) gilt:
1 (U Ai) = u(A)
i=1 i=1

Das Tripel (X, o/, p) wird als MafSraum bezeichnet. Die Mengen aus o/ werden als mess-

bare Mengen bezeichnet.

Bemerkung. (i) Die Eigenschaft (i) heifst o-Additivitat.



(13) Aus dieser Eigenschaft folgt auch endliche Additivitit, da wir fir jede endliche
Familie von Mengen Ay, ..., A, € & einfach Ay := () Vk > n setzen kénnen, und

M(UAz‘> ZM(U Ai) ﬁZAngAz
i—1 =1 =1

1€IN

erhalten:

(7i1) Es gilt auch die Implikation (A C B) = u(A) < u(B), denn:

w(B) = p(A) + pu(B\ A) > pu(A)
>0

Definition 1.1.6. Sei (X, <7, u) ein Mafiraum. p heifst endlich, falls
1(A) < 400 VA € o
gilt. p heif$t o-endlich, falls fiir j € IN Mengen A; € &/ existieren, sodass gilt:

J 4 = X und p(4;) < +oo ¥j € N
JEN

Beispiel. Seien X eine beliebige Menge und o/ = P(X). Fir einen Punkt x € X ist
das zugehdrige Dirac-Mafl definiert durch:

+1 z€ A
0 =z¢A

5ot P(X) = [0, +00], 0a(A) = Xa(z) (fiir A € o)

Es gilt 6,(A) € 0,1, 6,(0) = 0, §.(X) = 1. Die o-Additivitit folgt mit dem folgenden
Argument: sei A = Uje]N A; eine Vereinigung von disjunkten Mengen A; € o/ (fir
JEN). Istx ¢ A, soistx & Aj Vj € N, und somit 6,(A) = 0 = 3 02(Aj). Ist
x € A, so existiert ein jo € IN mit x € Aj,. Dieses ist aber eindeutig, da die Mengen A;
disjunkt sind. Es folgt

=0
0z(A) =1 =0,(4;,) + Z 0z(4A;),
=1 ]#JO
=0

also ist 6, ein Map.

Bemerkung. Gilt in einem Mafraum (X, o7, u) die Figenschaft n(X) =1, so bezeich-

nen wir i als Wahrscheinlichkeitsmas.




Beispiel. (i) Auf einer Menge X definieren wir das sogenannte Zihlmaps,

|A] A endlich
card : P(X) — [0,400], card(A) :=
+00  sonst

(13) Sei (X, ) ein Mafraum, M € o/ und Alpy € P(M) die von o auf M indu-
zierte o-Algebra. Wir konnen nun ein Maf$ u|pr auf o/ |y defineren; wir wissen,
dass VB € /|y ein A € o existiert, sodass B = AN M st (dieses ist nicht

unbedingt eindeutig). Dann setzen wir p|yr(B) = p(ANM). Diese Abbildung ist

co
wohldefiniert, denn fiir Ay, Ay € & mit AyNM =B = Ay N M ist

(AN M) = H(?) = (A2 N M).
e

(tit) Sei of C P(X) eine o-Algebra. Das triviale Maj$ ist gegeben durch u(A) =0 VA €
/. Dieses Maj$ ist endlich.

Satz 1.1.7 (Stetigkeitseigenschaften von Maflen). Sei (X, .o/, 1) ein Mafsraum, und seien
A; € o firi e N. Dann gilt:

(Z) AUSA1 QAQ g QAZ gAi+1 g ...fOlgt.'
7 <H Ai) = lim pu(4;)

(1i) Aus Ay D A2 D ... A, D Aix12... und u(Ay) < oo folgt:

(tit) Es gilt:

Beweis. (i) Wir setzen A] = Ay, Ay = Ay \ Aq,..., A = Ap \ Ap_1,.... Damit sind
die Mengen A, paarweise disjunkt, und die o-Additivitét liefert:

[eS) 00 [e'S) k
A | = Al =) A = 1i A ) = 1 A
(G = (0) = 557 = (U = s

=Ay



(it) Wir betrachten Aj = A; \ Aj. Dann gilt:

1(Ar) = p(Ar N Ag) + (A1 \ Ag)

Mit (7) folgt nun:

(A1) = lim p(Ag) = lim p(Ay)
k—o0 k—o0

(U

=1
= (A1) —p (ﬂ Ai)
i=1
(iii) Wir betrachten A = Ay, A, = Ay, \ UZ{ A; fiir & > 2. Da
J 4= U4
k=1 k=1

ist, folgt die Behauptung aus o-Additivitdt und Monotonie.
O

Bemerkung. Fir (ii) reicht auch die Ezxistenz von k € N mit u(Ay) < oo, aber mit
A ={k,k+1,...} CIN gilt card(Ay) = +oo, aber

e

i=1
——
=0
Definition 1.1.8. Sei (X, <7, u) ein Mafiraum. Eine Menge A € </ heifit Nullmenge,
wenn uw(A) = 0 gilt. Das System von Nullmengen bezeichnen wir mit A (u). Ein Majs
w heifit vollstandig, wenn aus N C A fir ein beliebiges A € of mit u(A) =0 folgt, dass
N € o ist, und dass p(N) = 0 ist.

Bemerkung. Nicht jedes Maf ist vollstindig; seien z.B. X = {1,2}, o = {0, X} und
w(@) = w(X) = 0. Dann gilt {1} C X, aber {1} € o/. Man kann aber jedes Maf

vervollstandigen. Sei (X, o/, u) ein Mafraum. Dann betrachten wir

T, ={NeP(X)|3Aec A (n): N C A}



und bezeichnen mit
o, ={AUN|Aec o NeT,}

die Erweiterung der o-Algebra o/ um die Mengen in T},. Auf% definieren wir
MAUN)=pu(A)VAe o/,N €T,

Der Wert von i hingt nicht von der Wahl von A € o/ und N € T), ab. i heifst Vervoll-

standigung von (.

Satz 1.1.9 (Vervollstindigung). Sei (X,</,pn) ein Mafraum. Dann ist <, eine o-
Algebra, und (X, ), 1) ist vollstindig. Es gilt f(A) = u(A) VA € o.

Beweis. Es gilt @ C of,. Ferner ist T), stabil (d.h. abgeschlossen) unter abzihlbaren
Vereinigungen. Dies gilt damit aber auch fiir yﬂ Fir E € EM existieren ein A € & und
ein N € T, sowie ein B € &/ mit u(B) =0 und N C B, sodass E = AU N ist (folgt
sofort aus der Definition von 7,). Insbesondere ist dann B\ N € T, und damit gilt
X\E=(X\(AUB))U(B\N) € &,. Daauch X € &, ist, ist 7, eine o-Algebra. Wir
sehen, dass @ eine Maf ist.

Wir wollen nun die Vollstéindigkeit von i iiberpriifen. Seien dafiir B € &7, und M C
B = AUN, sodass A € & und N € T}, sind, und sodass fi(B) = 0 ist. Per Definition
von 7 ist dann pu(A) = u(B) = 0. Aus

M=MNMNAUMANON)eT,
—_——
€T, €T,
folgt M € %, womit g vollstdndig ist. Ferner sehen wir sofort, dass p und g auf </

ubereinstimmen. O

Satz 1.1.10 (Eindeutigkeit der Vervollstandigung). Seien (X, <7, u) ein Mafraum und
(X, JM, 1) eine Vervollstindigung dieses Raumes nach obiger Konstruktion. Sei ferner
(X, B,v) ein vollstindiger Mafraum mit of C B und p = v auf </. Dann gilt Z CH
und 1 = v auf %

Beweis. Aus &/ C B und p = v auf & folgt A (n) € A (v), und somit 7, C T,,. Da v
vollstdndig ist, sind alle Mengen in T, messbar, d.h. T, € %. Damit ist aber T,, C %,
also ist 7, C A. Da fi auf </, vollstindig durch p auf &/ bestimmt ist, folgt sofort 7 = v
auf @7, da p = v auf &. O



1.2 Messbare Funktionen
Definition 1.2.1. Seien (X, &) und (Y, %) messbare Raume. Eine Abbildung f : X —Y
heifst of -6 -messbar, falls gilt:

fHUE) C o baw. VC €€ : f1(C) € o

Dabei schreiben wir f~1(€) fir {f~Y(B) | B € ¢}.

Bemerkung. Sei D € of. Dann nennen wir eine Funktion f: D — Y messbar, falls
fHE) C A|p ist (wobei o |p die von & auf D induzierte o-Algebra bezeichnet).

Beispiele. (i) Alle konstanten Funktionen sind messbar.

(1) Zu E C X betrachten wir die charakteristische Funktion auf E:

1 z€eF
XE X — R,XE(J:) =
0 sonst

Versehen wir R mit der Borel-o-Algebra A, so ist Xg genau dann messbar, wenn
E € o ist (wobei of die o-Algebra auf X bezeichnet).

(ti1) Hintereinanderschaltungen von messbaren Funktionen sind messbar.

Lemma 1.2.2. Seien (X, %) und (Y,€¢) messbare Riume, und sei f : X — Y eine
Funktion. Fir beliebige Mengensysteme £ C € gilt:

(&) =a(f71(€))

Beweis. Wir wissen bereits, dass f~1(c(€)) eine o-Algebra ist (Ubungsaufgabe). Ferner
gilt f71(&) C f~1(o(€)), da & C (&) ist. Wir sehen auch, dass die Menge

F={FCY|f(F)ea(f1(€)} CPY)

ebenfalls eine o-Algebra ist (Beweis durch einfaches Nachrechnen). Nachdem £ C .7 ist,
gilt o(€) C .#, und somit (per Definition von .%) folgt f~1(c(€)) C o(f~1(E)). O

Folgerung 1.2.3 (Messbarkeitskriterium). Seien (X, <) und (Y,€¢) messbare Raume,
und sei € = o(&). Dann ist jede Abbildung f: X — Y mit f~1(E) C & o - €-messbar.

Beweis. Aus Lemma 1.2.2 folgt sofort:



Beispiele. (i) Jede stetige Abbildung f : R™ — R™ ist B"-B" -messbar.

(i1) Seien X # () eine Menge, (Y,€) ein messbarer Raum, und f : X — Y eine
Abbildung. Wir wissen, dass f~1(€) eine o-Algebra ist. Dies ist die kleinste o-
Algebra, die f : X — Y messbar macht. Wir nennen f=1(€) die von f und (Y, %)

auf X induzierte o-Algebra. Analog gehen wir fir Familien von Funktionen (f;)icr

vor. Die o-Algebra
o (U fi_l(cg)>
el
ist dann die kleinste o-Algebra auf X, unter welcher die Funktionen (f;);c; messbar

sind. Diese bezeichnen wir als die von (f;)icr und (Y, €) auf X erzeugte o-Algebra.

Bemerkung. Wir betrachten R := R U {£o00}, und vereinbaren folgende Rechenregel:

+oo s € (0,00]
s+ (£00) = (£o0)-s=120 s=0

Foo s € [—00,0)

Damit ist die Multiplikation R x R — R unstetig in den 4 Punkten (0,400), (0, —00),
(+00,0) und (—00,0). Beispielsweise gilt limg_,os - +00 = limg9+00 = 400, aber
(limg—0 8) - (+00) =0 (+00) = 0.

Definition 1.2.4. Sei (X,.o7) ein messbarer Raum, und D € <. Eine Funktion f :

D — R heifst numerische Funktion (da sie ,Nummern® als Bildwerte annimmt).

Bemerkung. Auf R verwenden wir die Borel-o-Algebra 9. Damit sind numerische
Punktion </ -messbar auf D, wenn f~1(A) C & |p ist. N.b.: wir schreiben bei Benutzung
der Borel-o-Algebra o/ -messbar statt ,.of -9B-messbar*

Lemma 1.2.5 (Messbarkeitskriterien fiir numerische Funktionen). Seien (X, <) ein

messbarer Raum, D € o und f : D — R. Dann sind dquivalent:
(i) f ist o/ -messbar.

(ii) Fiir jede offene Menge U C R ist f~Y(U) € & und f~1({+o00}) sowie f~1({—o0})
liegen in o .

(ti1) Es gilt Vs e R: {f <s}:={z € D| f(z) € [-o0,s]} € &.
(iv) Es gilt Vs e R: {f <s}:={zx e D| f(x) € [-00,8)} € «.

(v) EsgiltVs e R: {f > s} :={x e D| f(z) €[s,+0]} € .

10



(vi) Es gilt Vs e R: {f > s} :=={x € D| f(z) € (s, +0]} € «.

Beweis. Die Aussage (i) und (ii) sind dank Folgerung 1.2.3 dquivalent. Aus (ii) folgt
(vi), da:
{f2s} =" (s, +00)) Uf T ({+00}) € &

cof e‘;f

Ferner sind die Aussagen (iii), (iv), (v) und (vi) sowieso aquivalent, da sie Komple-

ment/Vereinigung/ Schnitte von einander sind:

sh=D\{f>sh= S <5+ 7)
k=1

zsh=D\(f<si= 1 >5- 1)
k=1

Nun gelte eine Aussage aus (i7i)-(vi) (und damit alle dieser Aussagen). Damit gilt fiir
ein offenes Intervall (a,b): f~!((a,b)) = {f > a} N {f < b} € &/. Nun liisst sich jede
offene Menge U C R als abzéhlbare Vereinigung

o0
U= U I
k=1
von offenen Intervallen I, = (ag,br) darstellen (Beweis in der néchsten Vorlesung).

Damit ist f~1(U) = 32, f~1(Ix) € o ebenfalls eine messbare Menge. Ferner gilt:
FH{Hoo}) = (V{f >k} € & und [ ({—o0}) = ﬂ{f< —k} e of
k=1 k=1

O]

Proposition 1.2.6. Sei U C R offen und nicht leer. Dann ist U die abzdhlbare Verei-

nigung offener Intervalle.

Beweis. Zu x,y € U definieren wir eine Relation ~ durch
x ~y: <= [min{z,y}, max{z,y}] C U

Dies ist eine Aquivalenzrelation (Reflexivitét: [x,z] = {z} C U; Symmetrie folgt aus der
Symmetrie des angegebenen Intervalls; Transitivitdt: Nachrechnen mit Fallunterschei-
dungen). Die Aquivalenzklassen beziiglich ~ sind genau die disjunkten, offenen Inter-
valle, die in U liegen (sei (a,b) C U: dann gilt Vz,y € (a,b): [min{z,y}, max{z,y}| C
(a,b) C U). Sei F die Menge dieser Aquivalenzklassen; dann ist U = (J;cx I (denn jeder

11



Punkt in U ist, da U offen ist, in mindestens einem offenen Intervall in U; andererseits
ist auch jede Menge in F per Def. Teilmenge von U). Nun sei zu I € F jeweils ein
qr € I N Q gewahlt. Dann ist die Abbildung F — Q, I — q; injektiv, da die Mengen in
F disjunkt sind; damit ist F abzédhlbar. O

Lemma 1.2.7. Seien (X, /) ein messbarer Raum, D € < eine messbare Menge, und

f,9: D — R o -messbare Funktionen. Dann sind die Mengen

{f<gt={zeD]|flx) <g(x)}

und

{f<gt={reD]|f(z)<g(@)}
ebenfalls messbare Mengen (d.h. sie liegen ebenfalls in <f ).

Beweis. Es gilt:
{(f<gt=UWr<an{g>q) e
—_—— =

€Q et
Damit gilt fir {f < g}:

{f<gy=D\{g<[}ed
cof
O

Wir betrachten im Folgenden punktweise Konvergenz von Funktionen. So sind z.B.

liminf und inf von Funktionenfolgen (f;)rew gegeben durch
(hm inf fk> () := liminf fx(x)
k—o0 k—o0

bzw.
(fnf ) )= jag

Satz 1.2.8 (Grenzwerte messbarer Funktionenfolgen sind messbar). Seien (X, &) mess-
barer Raum, D € < eine Menge, und fi, : D — R fiir k € IN messbare Funktionen. Dann

sind auch

inf fr; sup fr ; liminf fi ; limsup fx

kelN keN k—oo k—oo
messbare Funktionen.
Beweis. Es gilt Vs € R:

o0
inf fi, > s} = >sted
{klg]ka > s} kml{fk > s}

12



Damit ist infrew fr € &/ nach Lemma 1.2.5. Analog fiir supyc fx. Ferner gilt:
liminf fi, = s inf of
o= () <

Analog fiir limsupycpy fr- O

Satz 1.2.9 (Messbarkeit und Rechenoperationen). Seien (X, o7) ein messbarer Raum,
D € & eine Menge, und f,g : D — R messbare Funktionen. Dann sind auch die
folgenden Funktionen (auf den jeweiligen Definitionsgebieten, welche auch immer in o/

liegen) messbar:
« f+yg
o fTund f~
« max(f,g)

o min(f,g)

Beweis. Ubungsaufgabe. Beispiel:

{(f+g<st=|J {f<rinfg<t})

t,r
r+it<s

O]

Wir betrachten den Mafiraum (X, <7, u). Oft kommt es vor, dass Aussagen nur fiir

Punkte aulerhalb einer Nullmenge gezeigt werden kénnen.

Definition 1.2.10. Sei (X, .o/, p) ein Mafiraum, und E(x) eine Aussage auf X. Wir
sagen ,E(x) ist wahr fir p-fast-alle x € X “ (oder ,E gilt p-fast-iberall“ oder ,p-fast-
sicher gilt E“ in der Stochastik), falls eine p-Nullmenge N existiert, sodass {x € X |
E(z) ist falsch} C N ist.

Beispiele. (i) Seien f,g: X — R. Dann bedeutet ,,f < g f.4i.%, falls ein N C X mit
u(N) =0 existiert, sodass f(x) < g(z) Vx € X \ N ist.

(13) f: X — R ist p-f.i. definiert, falls ein N C X mit p(N) = 0 existiert, sodass fir
D = X \ N die Funktion f: D — R im tblichen Sinne wohldefiniert ist.
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[e.9]

(7i1) Es gilt fy koo, f fai., falls ein N C X mit u(N) = 0 existiert, sodass fr(x) koo,
f(x) Yo € X \ N gilt. Interessanterweise gilt dies immer noch, wenn die fy auch
nur f.i. definiert sind: sei jedes fr definiert auf Dy = X \ Ny fir eine Nullmenge
Ng. Dann ist f auf der Menge

D=(\Dr=X\|J M

kelN kelN

definiert; aber
It (U Nk) => u(Nk)=>0=0,
kEN k=1 k=1
d.h. f ist u-f.i. definiert.

Definition 1.2.11. Sei (X, o7, u) ein MafSraum. Eine auf D € o/ definierte numerische
Funktion f : D — R heifit u-messbar (auf X ), falls p(X\ D) = 0 ist, und f o/|p-messbar

1st.

Bemerkung. Wir unterscheiden zwischen o7 -messbaren und p-messbaren Funktionen.
Die o/ -messbaren Funktionen miissen auf ganz X definiert sein, und sind beziiglich
& messbar. Die p-messbaren Funktionen kénnen auch nur auf einer Menge D, deren

Komplement eine Nullmenge ist, definiert sein, und missen dann auf D messbar sein.

Bemerkung. (i) Die auf Abb(X,R) definierte Relation f ~ g : <= f = g p-f.i. ist

eine Aquivalenzrelation.

(ii) Sei D € & und f : D — R eine u-messbare Funktion. Dann gibt es eine < -
messbare Funktion g : X — R mit f = g auf D. Insbesondere ist f = g p-f.i. Eine
mdogliche Wahl fiir g ist:

f(z) zeD
0 x¢ D

g(x) =

Damit dibertragen sich die Sdtze zu Grenzwerten und Rechenoperationen auch auf

u-messbare Funktionen.

Lemma 1.2.12. Seien (X, o, u) ein vollstindiger Mafiraum und f : X — R eine u-
messbare Funktion auf X. Sei ferner g : X — R, sodass g = f p-f.i. ist. Dann ist auch

g p-messbar.

Beweis. Sei f auf D € o definiert, d.h. u(X \ D) = 0. Ferner sei g auf £ C X definiert.
Damit existiert eine Nullmenge N € &7, sodass X \ N C DN E ist, und sodass f(x) =
g(x) Yo € X \ N ist. Damit folgt X\ D ¢ X\ (DNE) C X\(X\N)=N.Dapu
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vollsténdig ist, folgt, dass F € o7 ist. Ferner gilt

{reFE|glx)<st={re ENN|gz)<stU{z e EN(X\N)|gx)<s}
={zr e ENN|g(x) <stU{ze X\N| f(z) < s}
={zx € ENN|g(x) < s}
U{zeD]| flz)<st\{zeDNN]| f(z)<s}
={x e ENN|g(z) < s}

€4/ da Teilmenge der Nullmenge ENN
€4/ da f messbar ist

U{zeD]| f(z)<st\{zeDNN| f(z) < s}

€4/ da Teilmenge der Nullmenge DNN

(
(

Somit ist g p-messbar. O

Satz 1.2.13. Seien (X, o/, u) ein vollstandiger Mafraum und fi, fir k € IN u-messbare
Funktionen. Falls fi. p-f1i. gegen f konvergiert, so ist f p-messbar.

Beweis. Seien die Funktionen f; jeweils auf Dy, € o definiert. Mit

D
D:rﬂ%eﬂ
k=1

sind alle f; auf D definiert, und die Menge X \ D ist eine Nullmenge. Wir setzen
E:={reD]| lim fulr) # f(2)}

womit auch E eine Nullmenge ist (da die fi u-f.i. punktweise konvergieren). (N.b.: dies
gilt, weil per Def. der ‘"f.ii.-Figenschaft“ gilt, dass E Teilmenge einer Nullmenge ist;
dank vollsténdig des Mafiraumes muss dann aber auch E messbar sein, und ist damit

eine Nullmenge.) Wir setzen nun:

~ f(z) z€D\E

f(z) = = f(z) - Xp\e(r)
0 r¢ D\ E

sowie:
fe(@) € D\E

fr(z) = =
0 v¢D\E

Je(x) - Xp\p()

Dann konvergiert ﬁ iiberall punktweise gegen f Die Funktionen ﬁc sind &/-messbar
(als charakteristische Funktion einer messbaren Menge multipliziert mit einer messbaren

Funktion auf der ganzen Menge).Somit ist fauch o/-messbar (s. Ubungsblatt). Es gilt
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f = f p-f.ii; damit ist f p messbar (nach Lemma 1.2.12). O

Satz 1.2.14 (Satz von Egorov). Seien (X, <7, u) ein Mafiraum, D € o eine Menge mit
w(D) < oo und fi fir k € N sowie f u-f.i. endliche Funktionen auf D, wobei f eine
u-messbare Funktion ist, sodass fi p-f.i. punktweise gegen f konvergiert. Dann existiert
Ve > 0 eine Menge B € of mit B C D, sodass gilt:

(i) WD\ B) <«
(13) frx konvergiert auf B gleichmajig gegen f.

Beweis. Wir definieren:
E:={z e D| fu(x) und f(x) sind endlich, undf, () —2 f(z)}

Dann existiert (da f und fy p-f.i. endlich sind, und f; p-f.ii. punktweise gegen f kon-
vergiert) eine Nullmenge N mit D \ E C N. Wir nehmen im Weiteren an, dass D = FE

ist (sonst ersetzen wir D durch D\ N in den Voraussetzungen). Nun setzen wir
o .
Cij = J{z € D||fule) - f)| > 27}
k=j

fir 7,7 € IN. Diese Mengen sind immer messbar (als abzahlbare Vereinigungen von

messbaren Mengen), und es gilt C; 41 C C;; Vi, j € N. Es gilt

jliglo'u (mCJ) =0

hier konvergieren die fj nicht!

nach der Stetigkeit von Maflen, da pu(D) < oo ist. Sei nun € > 0 beliebig. Damit existiert
Vi € IN ein N (i) € IN mit

w(Ciney) <e-27"
Wir setzen nun

B:D\UCi’N(i)EJZf

i=1

und erhalten fir (4):

w(D\ B) gi <e

Fiir (44) wissen wir nun, dass Vi € N,z € B,n > N(i) gilt:

|falz) = fl2)] <277
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d.h. f,, konvergiert auf B gleichméfig gegen f. O

1.3 AuBere MaBe

Definition 1.3.1. Sei X eine Menge. Eine Funktion p : P(X) — [0,00] mit u(@) =0
heif$t duferes Mafl auf X, falls gilt:

o0

Aac 4, = u) <> w4y

j=1 j=1

Diese Figenschaft nennt sich o-Subadditivitdt.

Bemerkung. Monotonie und endliche Subadditivitit folgen sofort.

Definition 1.3.2. Sei u ein dufleres Mafl auf X. A C X heifit u-messbar, falls VS C X
qgilt:
p(S) Z (SN A) +u(S\ A) (%)

Das System aller p-messbaren Mengen bezeichnen wir mit A ().

Bemerkung. Da S = (SNA)U(S\A) ist, gilt mit Subadditivitit sofort Gleichheit in (x).
Wenn wir also zeigen wollen, dass eine Menge p-messbar ist, geniigt es, die Ungleichung
() zu zeigen; wenn wir aber wissen, dass eine Menge p-messbar ist, so kénnen wir (*)

mit einem Gleichheitszeichen anstatt eines >-Zeichens benutzen.
Beispiel. Jedes Maf auf ganz P(X) ist auch ein duferes Maf$ auf X (dank Monotonie
und o-Additivitit).

Satz 1.3.3. Sei Q C P(X), sodass ) € Q ist. Sei \: Q — [0,00] eine Mengenfunktion
auf Q (d.h. einfach eine Funktion, deren Urbilder Mengen sind), sodass A(0) = 0 ist.
Wir definieren p: P(X) — [0,00] fir E C X durch:

1nf{Z)\ |PEQundECUP}

=1

Dann ist p ein dufleres Mafl. N.b.: kann man E nicht durch P; € @ dberdecken, so ist
die Menge, tber die das Infimum gebildet wird, leer; dann ist u(E) = oo (per Def. des
Infimums als gréfite untere Schranke).

Beweis. Aus () € @ folgt u(0) = 0. Sei E C UE mit F, E; CXundZu( i) < 00.

Wir wollen zeigen, dass die o-Subadditivitét gllt Wir wéhlen Uberdeckungen P;eq
sodass Ve > 0 gilt:

i MPy) < (B +27" ¢

J=1
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Damit folgt:

WE) < Y NPy)

3,j=1

< Z (W(E;) +27"-¢)
i=1

=> wE;)+e
i=1

Die o-Subadditivitat folgt nun, da e beliebig klein gewahlt werden kann. Die Félle mit

+o00 sind trivial. I

Satz 1.3.4 (Bildmaf}). Seien Seien X, Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. Sei
w:P(X) — [0,00] ein qufleres Maf auf X. Dann ist

f() : P(Y) = [0,00], f(1)(B) = u(f~(B))

ein dufleres Maf$ auf Y, dass sogenannte Bildmaf von p unter f. Ferner ist B f(u)-

messbar, wenn f~Y(B) u-messbar ist.

oo
Beweis. Sei B C |J B; fur B; C Y. Dann folgt:
i=1

By cJrim)
=1

Aus der Subadditivitdt von p folgt nun:

F)(B) = p(f71(B) <D ulfH(B) =Y f(u)(B)
=1 1=1

Ferner gilt:

Damit ist f(u) ein dufleres Mafl auf Y.
Fiir die andere Behauptung halten wir zunéchst fest, dass B C' Y f(u)-messbar ist, wenn
VI CY gilt:

p(f7HT)) = p(f~HT O B)) + u(f~H(T'\ B)) ()
Esgilt f~Y(TNB)=fYT)nfYB)und f~HT\ B) = f1T)\ f~1(B). Somit ist

(**) dquivalent zu:

p(f7HT) 2 (D) N FTHB) + p(FHD) N FHB)
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Dies ist aber genau die Anforderung, dass f~!(B) p-messbar ist, indem wir S = f~(7)

benutzen. O

Satz 1.3.5 (Einschrédnkung von &dufleren Maflen). Sei p : P(X) — [0,00] ein dufleres
Maf auf X, und sei M C X. Dann ist die Finschrankung von u auf M

iU M P(X) - [0,00], (L M)(A) 1= p(A N M)
wieder ein duferes Maf$ auf X. Ferner gilt folgende Implikation:
A C X ist p-messbar = A ist p L M-messbar

Beweis. Dass p L M ein dufleres Maf ist, folgt sofort. Sei nun A C X p-messbar, und
S C X beliebig. Dann gilt:

pL M(S) = SN M)
=T

> u(T' 0 A) + (T \ A)
u((S1A) M) + (S \ A) N M)
— (WL M)(SNA)+ (L M)(S\ 4)

Also gilt auch die zweite Behauptung. ]

Satz 1.3.6 (Nullmengen). Sei p ein dufleres Maf$ auf X . Dann gilt folgende Implikation.:

N ist eine p-Nullmenge = N ist u-messbar

= ;XN):O

o0
Sei ferner Ny fir k € IN eine u-Nullmenge. Dann ist |J Ny ebenfalls eine Nullmenge.
k=1

Beweis. Die Messbarkeit von N folgt sofort aus der Monotonie von . Die zweite Aussage
folgt aus der o-Subadditivitéit:

O

Bemerkung. Nullmengen sind messbar. Wir werden sehen, dass auch Komplemente

von Nullmengen messbar sind. Damit sind insbesondere ) und X immer messbar. Zum
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auferen Mafs
0 A=0

1 A#0
sind auch nur die Mengen ) und X messbar (Ubungsaufgabe).

Satz 1.3.7 (AuBeres Maf zu MaB). Sei pu: P(X) — [0, 00] ein dupferes Maf. Dann ist
das System M (p) der p-messbaren Mengen eine o-Algebra, und p ist ein vollstindiges

Maf$ auf A ().

Beweis. Fiir diesen Beweis benétigen wir das im Anschluss (ohne diesen Satz) bewiesene
Lemma. Wir schreiben fortan .# fir .#(p). Wir beginnen zunéchst, indem wir die

Eigenschaften (i) und (i7) aus Definition 1.1.1 fiir .# nachweisen.

(1) Es gilt X € A, denn VS C X gilt:
p(SNX) + p(S\ X) = pu(S) + p(®) = u(S)

(i4) Sei A € .. Dann gilt auch X \ A € .#, denn VS C X gilt:

A messbar

H(S N X\ A)) 4+ (S (X A)) = u(S\ A) + (S 1 A) £ pu(S)

Nun zeigen wir einige Eigenschaften eines Mafles fiir u.
Seien A, B € .# . Dann gilt VS C X:

u(S) = p(SNA)+pu(S\A)
p(SNA)=p((SNA)NB)+p((SNA)\ B)
Mit T := S\ (AN B) folgt nun:
W(T) = u(T 1 A) + u(T\ A) = p((S N A)\ B) + (S \ A)

Somit folgt aber:
w(S) = (SN (ANB)) +u(S\ (ANB))

Damit ist ANB messbar. Da AUB = X\ ((X\A)N(X\B)) ist, und A\ B = AN(X\B) ist,
sind auch AU B und A\ B messbar. Per Induktion folgt damit die Messbarkeit endlicher
Schnitte und Vereinigungen.

Nun wollen wir die o-Additivitat von p auf .# betrachten. Seien dafiir A; fir j € IN
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paarweise disjunkte Mengen, p-messbare Funktionen. Mit S = A1 U As erhalten wir:
(A1 U Ag) = p((A1 U A2) N A1) + p((A1U A2) \ A1) = (A1) + p(Az)

Per Induktion haben wir somit Additivitat fiir endliche, disjunkte Vereinigungen gezeigt.
Folglich gilt:

k—)oo k—o00

%) k 00

> u(4)) = lim Zu = lim p | JA | <u| A4

j=1 j=1 j=1
Die umgekehrte Ungleichung gilt aufgrund der o-Subadditivitit ebenfalls, also herrscht
Gleichheit.

(7i7) Es bleibt zu zeigen, dass abzéhlbare Vereinigungen messbarer Mengen ebenfalls

messbar sind. Seien dafiir A; fiir ¢ € IN u-messbare Menge, und seien diese Mengen

—_— o0
0.B.d.A. disjunkt (ansonsten ersetzen wir Aj durch Ay := Ay \ | 4;). Sei nun
j=1
S C X beliebig. Es gilt:

=[50 (U)oU)
>§ 50 +M<S\<UA>>

Betrachten wir nun den Grenzwert fiir & — oo, so folgt die Behauptung;:

f; (SN A +u<S\OJA>>

Die Vollstédndigkeit von u folgt aus der Messbarkeit von Nullmengen.

O]

Lemma 1.3.8. Seien A; € 4 (u) firi € {1,...,k} paarweise disjunkte Mengen. Dann
gilt vS C X:

k k
z (sm UAZ) = _u(SNA)
i=1 1=1
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Beweis. Fir k =1 ist die Behauptung klar. Fiir k£ > 2 folgt induktiv:

(o) () ) )

k—1
= u(SNAL) +p (Sﬂ U Ai>
. =1
= Z p(S N Ay)
i=1

Die Stetigkeitseigenschaften von dufleren Maflen folgen direkt.

Folgerung 1.3.9 (Stetigkeitseigenschaften). Seien p ein dufleres Maf$ auf X und A; €
A () fir i € N. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Ist Ay C Ag C ..., so gilt:
p <H Az’) = lim p(4;)
(17) Ist Ay D Ag... und pu(Ay) < oo, so gilt:
m <Dl Ai> = lim ;i(A;)
Beweis. Analog zu den Stetigkeitseigenschaften von Mafen. O

1.4 Carathéodory-Fortsetzung

Definition 1.4.1. Ein Mengensystem of C P(X) heifst U-stabil (bzw. N-stabil), wenn
VA, B € o gilt, dass AUB € o (bzw. ANB € &) ist. Analog definieren wir \-Stabilitdit.

Definition 1.4.2. FEin Mengensystem R C P(X) heifit Ring iber X, falls gilt:
(1) DeR
(13) Sind A,B € R, so ist auch A\ B € R.
(13) Sind A,B € R, so ist auch AUB € R.

R heifit Algebra, falls zusdtzlich gilt, dass X € R ist.
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Bemerkung. (i) Ringe sind ebenfalls N-stabil, denn YA, B € R gilt:

ANB=A\(A\B)

(13) Satz 1.1.2 dber Schnitte von o-Algebren gilt auch fir Ringe und Algebren analog,

d.h. fir Ringe (bzw. Algebren) < fir i € I ist auch () <% ein Ring (bzw. eine
el

Algebra). Damit kann man wieder einen Ring (bzw. eine Algebra) aus E C P(X)

konstruieren, indem man alle Ringe (bzw. alle Algebren), die E enthalten, mitein-

ander schneidet.
Beispiele. (i) Fir A C X ist {0, A} ein Ring, aber fiir A # X keine Algebra.
(1) Die Menge P(X) ist immer eine Algebra auf X.

(791) Die Mengen {A C X | A ist endlich} und {A C X | A ist abzdhlbar} sind Ringe
iber X.

Definition 1.4.3. Sei R C P(X) ein Ring. Eine Funktion A : R — [0, c0] heiffit Pramaf
auf R, wenn folgende Figenschaften erfiillt sind:

(1) A(0)=0.

o0
(#4) Fiir paarweise disjunkte Mengen A; € R firi € N mit |J A; € R, so gilt:
i=1

() S
=1 =1

Diese Eigenschaft wird o-Additivitat genannt.

Bemerkung. Die Begriffe ,o-Subadditivitit, ,o-endlich®, ,Monotonie“ und ,Null-

menge“ verwenden wir analog fiir Pramajfe.

Beispiele. (i) Sei R ein Ring tber X, und A : R — [0, 00| definiert durch:

£

0 A
A(A) = |

0]

1)
fur AeR
0

Dann ist X ein Primaf$ auf R.

(13) Sei R der Ring aller endlichen Teilmengen von X. Dann ist A = card|g ein
Pramaf auf X.

Definition 1.4.4. Sei A ein Praimaf auf dem Ring R C P(X). Ein dufleres Maf  auf
X (bzw. Maf p auf o7 C P(X)) heifst Fortsetzung von X, falls gilt:
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(i) plr = A, d.-h. p(A) = A(A) VA € R.
(i1) R C A (1) (bzw. R C ).

Satz 1.4.5 (Carathéodory-Fortsetzung). Sei A ein Pramaf auf R C P(X). Wir defi-
nieren p : P(X) — [0,00] durch

w(E) ::inf{Z)\(Ai)|AiERVielNundEg UAZ} (%)
i=1 =1
(diese Konstruktion wurde bereits in Satz 1.3.3 verwendet). Dann ist ju eine Fortsetzung

von .

Beweis. Aus Satz 1.3.3 folgt sofort, dass die Abbildung p ein dufleres Mafl auf X ist.

Wir weisen nun noch die Eigenschaften aus Definition 1.4.4 nach.

(1) Sei A € R beliebig. Wir sehen schnell, dass p(A) < A(A) ist, indem wir 4; = A
und A; =) Vj > 2 setzen. Dann gilt:

GAZ»:AUG@:A
=1 1=2

d.h. AC (J A;. Dann ist
i=1

(2

D AA) = A4)
=1

ein Element der Menge in (%), womit u(A) < A(A) ist. Fir die andere Richtung
(i.e. A(A) < pu(A)) zeigen wir folgende Implikation:

AC|JALAieR = MA) <) AMA)
i=1 =1

Damit wéiren wir fertig, denn diese A; sind genau die A;, mit denen in der Menge

in (*) die Summen gebildet werden diirfen. Sind all diese Summen > A\(A), so sind

wir fertig, denn dann muss auch das Infimum all dieser Summen > A\(A) sein. Dazu

betrachten die paarweise disjunkten Mengen

k—1
Bp= |4\ |J4 | nAeR

j=1

fiur k € IN. Wir wissen, dass |J Bj = A ist; damit folgt nach der o-Additivitat und

7j=1
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Monotonie von A:
o0

=Y A\Bj) < i)\ A
j=1

und die Behauptung ist gezeigt.

(17) Sei A € R. Wir wollen zeigen, dass A p-messbar ist. Sei dafiir S € P(X) mit
u(S) < oo (wire u(S) = oo, so wire die Eigenschaft p(S) > pu(SNA) 4+ u(S\ A)
offensichtlich erfiillt). Zu ¢ > 0 wéhlen wir Mengen A; € R, sodass gilt:

SC|JAiund D AA) < pu(S) +¢
i=1 =1

Solch eine Uberdeckung von S existiert per Definition des Infimums, da wegen

u(S) < oo die Menge in () nicht leer ist. Damit folgt

SmACUA NA) undS\ACUA \ A).

=1

Es folgt:
p(SMA) +pu(S\VA) <p (U AiNnA ) (U(AZ \ A)) (dank Monotonie)
=1 i=1
< (A;iNA) (A; \ A) (dank o-Subadditivitét
Zu —G—Z,u \ A) (dank o-Subadditivitét)
€R =1 ER
=D AMANA) + > A4\ A) (nach (1))
i=1 eR =1 R
Z (dank Additivitdt von A auf R)
=1
<u(S)+e

Nachdem dies Ve > 0 gelten muss, folgt die gewiinschte Ungleichung.
O

Bemerkung. (i) Wir bezeichnen pu auch als ,von X\ induziertes dufleres Maf“, oder

als ,,Carathéodory-Fortsetzung von A“

(13) Jedes Maf auf einer o-Algebra ist insbesondere ein Primaf auf einem Ring, da
jede o-Algebra ein Ring ist. Damit konnen wir auch insbesondere jedes Maf zu

einem aufleren Maf$ fortsetzen.
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Lemma 1.4.6 (Maximalitdt der Carathéodory-Fortsetzung). Sei p die Carathéodory-
Fortsetzung von A auf R C P(X). Sei ferner p ein Maf auf o(R) mit g = X\ auf R.
Dann gilt p(F) < u(E) VE € 0(R).

Beweis. Dank der o-Additivitét gilt VE € o(R) die Implikation

EC|JP,PeR = UE) <) iP)=>Y MP).
i=1 i=1 i=1

Das Bilden des Infimums iiber alle solchen Uberdeckung von E liefert genau die Behaup-

tung, denn die Ungleichung iibertragt sich auch auf das Infimum:

[i(E) < inf {ZA(B) | P;eRVieNund E C | H} = u(E)
=1 =1

O]

Satz 1.4.7 (Hopf-Fortsetzung). Sei A : [0,00] ein Pramafi auf einem Ring R C P(X).
Dann gibt es ein Maff p auf o(R) mit p = X auf R. Diese ist sogar eindeutig, falls A

o-endlich ist.

Beweis. Die Existenz folgt sofort aus Satz 1.4.5 (Carathéodory-Fortsetzung) und Satz
1.3.7 (MaB aus duflerem Maf}), denn o(R) C .# (p). Zur Eindeutigkeit sei i ein weiteres

MaB auf o(R) mit g = A = pauf R. Es seien A; € R firi € Nund A := |J A; € 0(R).
=1

)

Dann gilt nach Satz 1.1.7 (Stetigkeitseigenschaften von Maflen):
fi(A) = lim fi (L_Jl Ai) = lim p (L_Jl A¢> = p(A)

Nun sei F € 0(R) mit u(E) < oo. Ferner sei € > 0. Dann existieren Mengen A; € R fiir
oo

i € IN sodass mit A := |J A; gilt, dass E C A und u(A) < p(FE) + ¢ ist. Insbesondere
i=1
gilt: u(A\ E) <e. Mit u(A) = fi(A) und Lemma 1.4.6 (Maximalitét der Carathéodory-

Fortsetzung) folgt nun:

p(E) < p(A) = p(A) = i(E) + p(A\ E) = P(E) + A\ E) < u(E) + ¢

Nach 1.4.6, da p maximal ist

Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt u(E) < pu(E).

Nun sei A o-endlich. Dann existieren paarweise disjunkte Mengen X,, € R mit u(X,) <
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oo
oo und X := |J X,. Fir £ € ¢(R) erhalten wir:
=1

n—=

0o €a(R) 0o
—— " "
wE) = WENX,) =Y iENX,) = (E)
=l o5 =l
O

Definition. Ein Maff p heifst requlir, wenn zu jeder Menge D C X eine p-messbare
Menge E D D existiert, sodass u(E) = u(D) ist.

Satz 1.4.8 (Regularitét der Carathéodory-Fortsetzung). Sei A : R — [0, 00| ein Pramaf
auf einem Ring R C P(X), und sei u die Carathéodory-Fortsetzung von \. Sei D C X.
Dann existiert ein E € o(R) mit E D D und u(E) = p(D).

Beweis. Falls u(D) = oo ist, so wihlen wir E = X, und es gilt die Behauptung. Sei also

u(D) < oo. Dann existieren zu jedem n € IN eine Uberdeckung

von D mit Agn) € R und

gA (4 < w(D) + %

(e}
Es sei F:= () EM™. Damit ist E € 0(R) und E D D. Es folgt Vn € IN:
n=1

D) (5 = B = 3 (A7) 2 30 (A1) D)+ <
i=1 i=1

Mit n — oo folgt die Behauptung. O

Definition. Sei (X, .o/, u) ein MafSraum. Wir definieren:
o, ={AUN|Ae o, ,NeT,}

wobes

T,={NCX|3IM e/ : M >N und pu(M) =0}
18t.

Satz 1.4.9. Sei \ ein o-endliches Pramafl auf R C P(X), und sei p die Carathéodory-
Fortsetzung von \. Dann ist ji| 4, die Vervollstindigung von |y (r), und A () ist die
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vervollstindigte o-Algebra von o(R), d.h.

() ().

momry —

Beweis. Nach Satz 1.3.7 (Maf aus &uflerem MaB) folgt, dass pu| 4(,) ein vollstindiges
MaB ist. Somit liefert Satz 1.1.10 (Eindeutigkeit der Vervollstindigung) sofort, dass
Wu\a(n) C M () ist. Nun sei D € A () mit u(D) < oco. Geméifl Satz 1.4.8 (Regula-
ritdt) wihlen wir £ € 0(R) mit £ D D und pu(D) = p(F). Aus der Messbarkeit von D

folgt:
(D) = w(E) = W(END) + u(E\ D) = (D) + p(E\D) = p(E\D)=0

Da A o-endlich ist, existieren wieder disjunkte Mengen X,, € R mit u(X,) < oo und
oo n

X = U X, Fir D € 4 (u) setzen wir D,, :== |J D N Xj. Es existiert Vn € IN eine
= k=1

n=1 =
Menge E, € o(R) mit E, D D, und u(E, \ D,,) = 0. Wir setzen

oo
E:=|JE.D>D
n=1
mit £ € 0(R). Es gilt erneut u(E\ D) = 0. Satz 1.4.8 liefert damit eine Menge N € o(R)
mit N D E\D und pu(E\D) = u(N) = 0. Es gilt DNN C Dund E\N C D (seiz € E\N;
angenommen x ¢ D; dann ist t € E\ D = z € N:#),dh. (E\N)U(DNN)C D.

Die andere Inklusion folgt dhnlich, also gilt:

D=(E\N)U(DNN)€ea(R),

Damit gilt aber, dass .#(n) C o(R), =) ist. Satz 1.1.10 (die Eindeutigkeit der Ver-
vollstindigung) liefert nun, dass die Vervollstdndigung von p|,(r)y = pl.z(u) ist. Die
Eindeutigkeit folgt nun aus Satz 1.4.7 und der Charakterisierung von . (). O

Folgerung 1.4.10. Sei A : R — [0,00] ein o-endliches Pramaf auf einem Ring R C
P(X) mit Carathéodory-Fortsetzung . Fine Menge D C X ist genau dann p-messbar,

wenn eine der folgenden (dquivalenten) Bedingungen gilt:
(1) 3E € 6(R) mit E D D und p(E '\ D) = 0.
(t7) 3C € 6(R) mit C C D und (D \ C) = 0.
Beweis. Dies wurde bereits im Beweis der vorhergehenden Satzes gezeigt. O

Satz 1.4.11. Die durch Einschrinkung bzw. Fortsetzung gegebenen Abbildungen zwischen
o-endlichen, reguldren, dufleren Maflen und den o-endlichen, vollstindigen Mafien auf

X sind zueinander invers. Insbesondere sind sie damit isomorph zueinander.
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Beweis. (i) Sei A ein o-endliches, vollstandiges Mafi auf einer o-Algebra /. Dank
o(e/) = of folgt aus Satz 1.4.7:

A=Ay = A%

wobei A\C die Carathéodory-Fortsetzung von A bezeichnet. Nun haben wir aber

angenommen, dass &/ vollstdndig bzgl. A ist, d.h. es gilt:

o =\ =0, = M)

(i) Sei nun p ein o-endliches, regulires, dueren MaB. Wir zeigen, dass p = ¢ fiir

A = ] gy ist. Wir haben:

A ()

1

M)

5 1

M ()

C C
T T
4. 4.9

Ferner sind p und A® nach Satz 1.4.8 regulir. Die beiden duBleren Mafe stimmen
auf . (p) = 4 (\©) iiberein; damit sind sie gleich.
O
1.5 Weitere Mengensysteme
Halbringe & Inhalte

Definition 1.5.1. Fine Menge s C P(X) heifit Halbring tber X, wenn folgende
Eigenschaften erfillt sind:

(1) De .
(7i) Sind P,Q € I, so ist auch PNQ € .

(tit) Sind P,Q € S, so existieren ein k € IN und Mengen Py, ..., Py € J, sodass gilt:
k
P\Q=JP
i=1

Beispiel. Fin Quader ist gegeben durch
Q:hx...xInCIR”

wobei I, ..., I, reelle Intervalle sind. Aus den beiden folgenden Sdtzen folgt, dass die

Menge aller Quader ein Halbring ist.
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Satz 1.5.2. Die Intervalle in R bilden einen Halbring.
Beweis. Klar. O

Satz 1.5.3. Fir i€ {1,...,n} sei 7 ein Halbring tiber eine Menge X;. Dann ist
H={Pix...xP,|PesVie{l,...,n}}

etn Halbring diber X == X1 X ... X X,.

Beweis. Wir zeigen, dass das Kreuzprodukt von zwei Halbringen erneut ein Halbring ist,
d.h. dass die Aussage fiir n = 2 gilt. Induktiv folgt dann, dass die Aussage auch Vn € IN
gilt.

(i) Es gilt:
D=0x0e€4 x =

(7i) Seien P,@Q € 5. Dann existieren Darstellungen P = P; X Py und Q = Q1 X Q2
fiir P1,Q1 € 54 und P», Qo € 4. Damit gilt:

PNQ=(PLxP)N(Q1xQ2) =(PLNQ1)x (PNQ2) €H
(7i7) Seien erneut P,Q € 7 mit P = P; X P, und Q = @1 X Q2. Es gilt:

P\Q=((PANQ1) x (P2\Q2)U((P1\ Q1) x P2),

d.h. P\ @ lasst sich als endliche Vereinigung von Mengen in J# ausdriicken.

Folgende Abbildung kann dem Leser helfen, den Beweis zu veranschaulichen:

=

_

Satz 1.5.4. Sei 5 ein Halbring iber X. Dann ist die Menge

k
9’::{UPI-|keN,Pie%Vie{l,...,k}}

i=1
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ein Ring. Ferner ist % sogar der kleinste Ring, der S enthdlt.

Beweis. Jeder Ring R D 4 muss auch .% enthalten. Es bleibt also nur noch zu zeigen,
dass # ein Ring ist. Wir halten fest, dass VE,F' € .% auch E U F € % ist, da eine

Vereinigung von zwei endlichen Vereinigungen von Mengen aus ¢ wieder eine endliche

k
Vereinigung von Mengen aus . ist. Sei diese Aussage (x). Seien ferner F = |J P; und
i=1

m
F = |J Qj Mengen in .#, wobei P;,Q; €  sind. Wir rechnen:
j=1

k m kE m
ENF = PN Q| = (PNQ;) e F ()
(U} (Ue)-Ulene

==l
(i) Es gilt sofort ) € Z.
k m
(i7) Seien E = |J P, und F' = |J Q; Mengen in .#, wobei P;,Q; € 4 sind. Wir
i=1 Jj=1
rechnen:
k m
E\F= (U Pz‘) V(U@
i=1 j=1
k m
-UJirv{Ue
i=1 j=1

€.Z nach (*x)

O

Bemerkung. Die Menge % bezeichnen wir als den von J erzeugten Ring. Damit

konnen wir jeden Halbring zu einem Ring erweitern.

Folgerung 1.5.5. Sei 7 ein Halbring tiber X und % der von € erzeugte Ring. Dann
ist o(H) = o(F).
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Beweis. Es gilt sofort () C o(.F), da A C F ist. O

Lemma 1.5.6 (Zerlegungslemma). Sei 5 ein Halbring iber X und F der von A
erzeugte Ring. Sei F' € % ; dann existieren paarweise disjunkte Mengen Py, ..., P, € 3

sodass gilt:

Bewets. Idee: schreibe F' als Vereinigung von nicht notwendigerweise paarweise disjunk-
ten Mengen Q1,...,Qn, wobei Vi € {1,...,n} gilt, dass @; € 5 ist. Dann gilt:

n n i—1
FZUIQiIU Qi\L_Jle
i= j=

=1

Nun folgt die Behauptung per Induktion aus der tatsache, dass Mengendifferenzen in

Halbringen als Vereinigungen von Mengen im Halbring geschrieben werden konnen. [J

Definition 1.5.7. Sei 5 C P(X) ein Halbring. Eine Funktion X\ : 7 — [0, 00| heifit
Inhalt auf 7, wenn folgende Figenschaften erfillt sind:

(i) Nulltreue: Es gilt \(()) = 0.

(13) Additivitdt: Sind A; fir i € {1,...,n} paarweise disjunkte Mengen in €, sodass
Ui, Ai € H ist, so gilt:

A (O Ai> = Zn: A(4;)
=1 i=1

Ein Inhalt X heifit Pramaf auf 7, wenn \ auch o-additiv auf 7€ ist. Die tibrigen Begriffe

wie ,Subadditivitit”, ,o-endlich®, ,Nullmenge®, usw. tbertragen sich auf Inhalte. Fall

FC bereits ein Ring ist, so stimmt diese Definition fiir Pramafle mit Definition 1.4.3

(PramajSe auf Ringen) tiberein.

Satz 1.5.8 (Fortsetzung auf den Ring). Sei A ein Inhalt auf einem Halbring 7 C P(X)
und sei F der von H erzeugte Ring. Dann gibt es genau einen Inhalt X : F — [0, ]

mit MQ) = \Q) YQ € .

Beweis. Sei F' € % beliebig. Wir schreiben F = Ule P, mit P, € 2, geméfl Lemma

1.5.6. Dann muss gelten:
k

K
MNEF) =D "XP) =D AP)
=1

=1
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Ist F' = Uézl Q; eine andere disjunkte Zerlegung von F', wobei ); € ¢ ist, so muss

auch gelten:

l
MNQy) =D M@y

J=1 J=1

Wenn wir zeigen kénnen, dass diese Summen tbereinstimmen, dann ist A durch diese

Summe wohldefiniert und eindeutig festgelegt. Wir wissen, dass fiir festes j € {1,...,1}
die Mengen Py N Qj, PN Qj, ..., P, NQ; disjunkt sind, womit
k
Q;=J@;nP)

=1

eine disjunkte Zerlegung von @); ist. Analog ist

!
UPmQ]

eine disjunkte Zerlegung von P; fiir jedes i € {1,...,k}. Damit gilt:

k

ZI:A(Q ZZI@)\PHQJ :ZZL: (PN Q) :Z (P;)

7=1 7=111=1 =1 1=1

=A(@) =A(P)

Nun miissen wir noch verifizieren, dass A ein Inhalt auf ganz .% ist. Sei dafiir F &
7. Wir schreiben F = Ule F; fir disjunkte Mengne Fi,...,F, € %. Nach Lemma
1.5.6 existieren zu jedem i € {1,...,k} ein m; € IN sowie paarweise disjunkte Mengen
Pl(i), e ,Pr(rfz € I, sodass

m;

— U P(l)

ist. Dann gilt:

k. m; k
_ () _ By
=D D AP =) NF
1=1 j:l =1
————
=A(F3)
Damit ist X ein Inhalt auf .Z. O

Folgerung 1.5.9 (Monotonie und Subadditivitit). Fin Inhalt X\ auf einem Halbring

ist subadditiv und monoton.
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Beweis. Es gilt fiir P,Q € 5 mit P C ) nach Additivitdt von A:
M@Q) =AP)+AQ\ P) = A(P)

Die Subadditivitét folgt analog. O

Beispiel. Auf dem Halbring der Quader definieren wir das elementargeometrische Vo-

lumen vol™ durch .

vol"(Q) = [ [ (bj —aj) > 0

j=1

fﬂT’QZIl X ... x Iy mith:I(aj,bj) VjE{l,...,n}.

Satz 1.5.10. Die Funktion vol™ aus obigem Beispiel definiert einen Inhalt auf dem
Halbring 7™ der Quader im R™.

Beweis. Die Nulltreue ist klar. Wir miissen also nun noch die Additivitdt nachweisen. Fiir
die Additivitéat fithren wir einen Beweis per Induktion nach n. Der Induktionsanfang fiir
einzelne Intervalle (n = 1) ist klar (bspw. iiber das Integral der Funktion X I(ap) =b—a,
welche als eine Stufenfunktion additiv ist). Sei fiir den Induktionsschritt die Additivitat
von vol” ! im R™! bereits erwiesen. Sei Q = I X ... x I, € ™. Wir definieren fiir
yeR:
Qv = {xe]R”fl (@.y) € Q) = L x...xI,1 yel,

sonst
Damit gilt:

vol" H(QY) = vol" Y (I x ... x I,_1) - X1, (y)

Sei nun @1, ...,Qr € " eine disjunkte Zerlegung von @, d.h. Q = Ule Q;. Damit gilt
Yy € R:

o~ (0o -t

i=1

34



Mit dieser Erkenntnis rechnen wir nun:

k
vol™ <U QZ> = vol"(Q)
i=1
=vol" NI} x ... x I,_1)-vol'(I,)

= VOlnil(Il X ... X In—l) / Xln(y) dy
R

- / (vl (Q)) (y) dy
R

:/VOI" 1 (UQ?J) dy

i=1
k
= Z / vol" 1(QY) dy
:ivol (Qi)
=1

O]

Satz 1.5.11. Ist A : S — [0,00| ein Pramaf auf einem Halbring 5 C P(X), ist R
der von S erzeugte Ring und X : R — [0, 00| der eindeutig bestimmte Inhalt auf R mit
Moz = X (gemdf$ 1.5.8), so ist X ein Primaf$ auf R.

Beweis. Sei F' = |J;2, A; € R, wobei die Mengen F; fir ¢ € IN paarweise disjuntke
Mengen in R sind. Nach Definition 1.5.7 existieren dann Vi € IN ein m; € IN sowie paar-
weise disjunkte Mengen Pl(i)7 cee P,Esz € I, sodass F; = U;”:ZI Pj(i) ist. Ferner existiert
ein m € IN und paarweise disjunkte Mengen PFi,..., P, mit F' = UT:l P;. Damit gilt
Vie{l,...,m}:

] oo My

P =Uwnm=JUEne)
i=1 i=1k=1

Da A ein Pramaf ist, folgt:

_ ZiA(Pj NP =3 NP NE)
=1 k=1 =1
k k oo o k [e%e)
= MF) =) _MP) =) > XNPNF)=> Y NPNE)=> \F)
7=1 7j=11i=1 =1 j=1 =1

O

Satz 1.5.12. Sei A\ : A — [0,00] ein Pramaf auf dem Halbring 7 C P(X). Sei
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w:P(X)—[0,00] das von A erzeugte dufere Maf, d.h. es gilt:

1nf{2)\ ) | Ai € A, ECUA}

=1

Dann ist i eine Fortsetzung von A.

Beweis. Sei R der von # erzeugte Ring. Damit ist A (aus Satz 1.5.11) ein Primaf auf
R. Fir F € R gilt:

=D AQi)
=1

wobei Q; eine disjunkte Zerlegung von F ist. Nachdem 57 C R ist, und A = X\ auf J#
ist, folgt:

inf{i)\(QkHle%”,Eg GQk}zinf{Z 3 | F GRECUF}
k=1 k=1

=1 =1
=inf<Y "N ANQiy) | F=J Qe EC|JQis
=1 j=1 7j=1 i=1j5=1
> inf{z)\(Qk) |Que ', EC | Qk}
k=1 k=1
O

Bemerkung. Die Carathéodory-Fortsetzung ist ein requlires duferes Maf, welches auf
A () vollstindig ist. Der Mapraum (X, j1, p| 4 (u)) st die Vervollstindigung des Mafs-
raumes (X, o (), /1,\0(%;)). Diese Vervollstandigung ist eindeutig. Insbesondere gilt nach

Folgerung 1.5.5:
D C X ist p-messbar <= IC € o(H): C C D und u(D\C)=0

Satz 1.5.13. Sei A ein Inhalt auf einem Ring R, und seien A; € R fir i € N. Wir

betrachten folgende Aussagen:
(1) A ist ein Pramaf$ auf R.

(1) Ist A; C Aipr Vi e N und |J;2, Ai € R, so gilt:

(UA>_1gnAA)
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(i13) Ist A; D Aip1 Vi e N, AN(A1) < o0, und ;= Ai € R, so gilt:

(ﬂ A> = lim A(4;)
1—00
(iv) Ist A; D Aiyq Vi e N, MN(A1) < oo, und (2, Ai = 0, so gilt:

lim A(4;) =0

1—00
Es gilt: (i) < (1) = (i) = (iv).
Falls X\ endlich ist (d.h. \(A) < oo VA € R), so sind die Aussagen (i) — (iv) dquivalent.
Beweis. Der Beweis der Implikationen (i) = (i7) und (i¢) = (ii7) folgt identisch zum
Beweis der Aussagen (i) und (iz) von Satz 1.1.7.
,(i11) = (iv)“: Per Definition eines Rings gilt () € R. Damit rechnen wir:

lim A(4; 2 (ﬂA) A(0) =

»(17) = (i)“: Seien die Mengen A, € R fiir n € IN paarweise disjunkte Mengen mit
U2, Ap € R. Dann erfiillt die Folge By, := |J;_; 4; fiir n € IN die Voraussetzungen aus
(i), und es gilt:

1i=1 n=1

Da A als Inhalt endlich additiv ist, folgt:
() .
(UA> Jm MBa) = lim 3 A(4) D

also erfillt A\ die o-Additivitdt. Damit haben wir (i) < (i) = (i4i) = (iv) gezeigt.

Sei nun A endlich.

s(iv) = (i)“: Sei A; € R eine monoton wachsende Folge von Mengen, sodass A :=
U2, A4; € R ist. Damit ist die Folge B, := A\ A, monoton fallend, und es gilt
Npew Brn = 0. Nach (iv) gilt dann lim, oo A(B,,) = 0. Nun gilt aber Vn € IN:

A endlich
A(Ba) = MA\ 4,) £ A(4) - A(4y)

— Tim A(4,) = A(4) = A (G Ai>
=1

Damit erfiillt A die o-Additivitat, d.h. A ist ein Pramaf. O
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Bemerkung. Die Eigenschaft (iv) wird auch als ()-Stetigkeit bezeichnet.

1.6 Das n-dimensionale Lebesguemal

Lemma 1.6.1. Der elementargeometrische Inhalt vol™ : ™ — [0, 00] ist ein Pramaf
auf dem Halbring ™ C P(R™).

Beweis. Sei P € ™ und P; € ™ (fur i € IN) eine disjunkte Zerlegung von P. Nun ist
vol”™ nach 1.5.8 ein Inhalt auf dem Ring der Figuren. Aufgrund der Monotonie von vol™
gilt:

o0 k

n n n . n

Zvol (P) = ILH;}ZVOI = lggovol (U R) < vol"(P)

i=1 1=1
Fiir die umgekehrte Ungleichung sei € > 0 beliebig. Wir wéhlen fiir ¢ € IN eine offene
Menge @); O P; und eine abgeschlossene Mengen ) C P, sodass gilt:

= €
1"(Q 1"(P, — und vol"(P 1" =
;vo ) < E VO und vol"(P) < vol"(Q) + 5

(unter der Annahme, dass P ein endlicher, beschrankter Quader ist). Dies kénnen wir
trotz der unendlichen Summe erreichen, indem wir vol"(Q1) < vol”(P1) + § setzen,
sowie vol"(Q2) < vol"(P,)+ g, usw., wodurch die Absténde eine geometrische Reihe mit
aufsummiertem Limes § bilden. Nach dem Satz von Heine-Borel existieren endlich viele

Quader Qq, ..., Qyg, die gemeinsam () iiberdecken. Damit folgt:

k
Z vol™(Q;) + = <Zvol”

Also gilt die Behauptung. Fur unendliche Quader folgt die Behauptung analog, da ent-

vol"(P) < vol"(Q

w\m

weder eines der P; unendliches Volumen haben muss, oder die Summe der Volumen

divergiert. O

Definition 1.6.2 (Lebesguemaf). Das n-dimensionale dufiere Lebesguemaf einer Men-

ge B C R"™ ist gegeben durch:

N'(E) := inf {Zvol”(@k) | Que ™ EC | Qk}
k=1

Die Einschrankung )\”]//,()\n) heif$t n-dimensionales Lebesguemaf$, welches wir ebenfalls

mit A" bezeichnen.

Bemerkung. \" ist (als ein dufleres Mafs) regquldr, bzw. vollstindig als MafS auf der
o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen M (\™).
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Lemma 1.6.3. Betrachte fiir k € IN die Familie der Wiirfel:
Wi = {Qpm =2 (m +[0,1]") | m € Z"}

Zu E C R"™ definieren wir:

Fu(B) = {Q e |QC E} FNE) = {Qe # | QNnE # 0}
Dann gilt:

(i) Yk € N sind F,(E) und F*(E) abgeschlossene Vereinigungen abzihlbar vieler

kompakter Quader mit disjunkten Inneren.
(ii) Fi(E)C Fy(E)C...C E und FY(E) D> F*(E)> ... D E.
(7i1) Es gilt Yk € IN:
Fi(E) D {z € R" | dist(z, R" \ E) > 27% . \/n}
FME) c {z € R" | dist(z, E) <27% - /n}

(iv) Es gilt:

o0 o0
E°Cc|JF(E)CEuwdE> (|F¥HE)DE
k=1 k=1

Beweis. (i) Die Menge #}. besitzt abzihlbar viele Elemente, da Z (und damit auch
Z™) abzahlbar ist. Die Wiirfel in % sind kompakt, mit paarweise disjunkten in-
neren und beschrinkte Mengen FE werden nur von endlich vielen solchen Wiirfeln
geschnitten. Damit sind die Mengen F},(E) und F*(E) abgeschlossen, da sie jeweils

eine abzahlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen sind.

(i1) Jeder Wiirfel Qy, ist die Vereinigung von 2" Wiirfeln der Form Qpy12m fir
[ € {0,1}", und es gilt:

Qkm CE = Qpt12m+1 C EVI€{0,1}"
Also gilt Vk € IN:
QeF(F) = Qe#,QCE = Q€ F1(E) = Fy(F)C Fr1(E)
Ferner gilt:

dl e {0, 1}” : Qk+1,2m+l NE#0) = Qk:,m NE#(
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Woraus analog folgt, dass F¥(E) D FFt1(E) Vk € NN ist. Damit gilt die Behaup-
tung (7).

(4ii) Nun sei x € R™ mit dist(z, R" \ E) > 27%,/n. Dann existiert ein Wiirfel Q € #;,
mit z € Q. Da dann diam(Q) = 27%,/n ist, muss sofort der gesamte Wiirfel @ in
E liegen. Damit ist Q C E, also ist Q € Fi(F). Sei andererseits » € F*(E). Dann
muss ein Wirfel () € #}, existieren, der x enthélt, und sich mit E schneidet. Damit
folgt:
dist(z, E) < diam(Q) < 27%\/n

(iv) Folgt sofort aus (i4i) und den Definitionen von EY und E.
O

Lemma 1.6.4. Die Borelmengen %" des R"™ sind die vom Halbring der Quader, 76",
dem Ring der Figuren, F", dem System der abgeschlossenen Mengen des R™, €, und
dem System der offenen Mengen des R™, O, erzeugte o-Algebra, d.h.:

B =0(0")=0(H")=0(F")=0(€")

Beweis. Ein Intervall I C R ist entweder offen, oder es lasst sich als abzahlbarer Schnitt

von offenen Intervallen Uy, (fir k£ € IN) schreiben, d.h.:
o
I= ﬂ I
k=1
Damit liegt I € Z". Fiir einen Quader Q = I; x ... x I, € ™ schreiben wir
oo
L=(\LeVYie{l,. .,n}
k=1

und erhalten:

QZ ﬂ(llyk X ... XIn’k) c A"
k=1

Es folgt 2™ C 9". Es gilt ebenfalls #" C %", da Figuren endliche Vereinigungen von
Quadern in 2" sind, und %" als eine o-Algebra stabil unter abzéhlbaren Vereinigungen
ist. Sei nun U C R" offen. Nach Lemma 1.6.3 (iv) gilt:

U=JF(©)
k=1

Nun sind die Mengen Fj(U) aber abzéhlbare Vereinigungen von kompakten Wiirfeln,
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d.h. auch U ist eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Wiirfeln. Damit gilt:
o™ Co(H")
= o(0")=B" Co(H") Co(F")
Da fir C € €™ gilt, dass C = R™ \ U YU € O™ ist, folgt:

o(€")=o(0™)

Satz 1.6.5 (A\"-Messbarkeit). Fir das duflere Lebesquemafs A" gilt:

(1) B" C AM(\")

(1) Zu E C R™ existiert eine Menge B € ", sodass E C B und \"(B) = \"(E) ist.
(1it) \"(K) < oo fiir alle kompakten Mengen K C R™.

Beweis. (i) Nach Satz 1.5.12 (Carathéodory-Fortsetzung) gilt " C .#(\"), also
PB" = o(AH™) C M (N") nach Lemma 1.6.4 und Satz 1.3.7 (4uBeres Mafl zu MaB).

(73) Gilt nach Regularitiat (Satz 1.4.8), denn B" = o (") ist.

(7i1) Sei K C R™ kompakt. Dann ist K beschrankt, d.h. K kann durch einen beschrank-
ten Quader [—a,a|™ (fiir ein a € R,a > 0) tiberdeckt werden. Da A" = vol" auf
JC ist, gilt dank Monotonie von A™:

AK) < N'([—a,a]”) = vol*([—a,a]™) = (2a)" < o0

Lemma 1.6.6 (Approximation). Sei £ C R™.

(i) Es gilt:
ANY(E) =inf{\"(U) | U offen, E C U}

(i) Falls E messbar ist, so gilt ferner:

A(E) = sup{\"(K) | K kompakt, K C E}

Beweis. (i) Offensichtlich gilt

AY(E) <inf{\"(U) | U offen, E C U},
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denn die Mengen U sind ja valide Uberdeckungen von E. Fiir die andere Richtung
sei 0.B.d.A. \"(E) < oo, denn fiir \"(E) = oo ist die Ungleichung trivial. Per
Definition des Infimums existiert zu € > 0 eine Uberdeckung F C [Ji2; P; mit
Quadern P; € 7", sodass gilt:

> vol™(Py) < A(E) + ¢
i=1

Wir kénnen ferner annhemen, dass diese Quader offen sind, da wir jeden Quader P;

um o; vergroflern konnen, und dann das offene innere davon betrachten. Dadurch

wird F nach wie vor von den Quadern tiberdeckt, und das gesamte Volumen erhéht

sich hochstens um % Dann ist aber auch

U .= U P
i=1
offen, und es gilt:
AYU) <) vol™(P) < A'(E) + ¢
i=1
Da dies Ve > 0 gilt, folgt die Behauptung ().
Offensichtlich gilt
A(E) > sup{\"(K) | K kompakt, K C E}

nach Monotonie von A", da jedes K eine Teilmenge von FE ist. Fir die andere
Richtung sei zunéchst E beschrankt. Sei Kg C R™ kompakt mit Ky D FE. Mit
demselben Argument wie in (¢) konnen wir schlielen, dass zu € > 0 eine offenen

Menge U D Ky \ E existiert, sodass gilt:

FE messbar

AU U) < N'(Ko \ E) + & 2 \"(Ko) — N(E) + ¢

Allerdings ist die Menge K := Ko\ U C Ko \ (Ko \ £) = E kompakt, und wegen
der \"-Messbarkeit von U (schlieflich ist U offen) folgt:

NY(K) = A (Ko) — N'Y(Ko N U) > NY(EKg) — A"(U) > A\*(E) — ¢

Dies gilt Ve > 0, also ist A(Kp) > A"(K) > \*(E). Damit gilt (i¢) fiir beschrankte
Mengen E. Sei nun E eine beliebige, messbare Menge, und seien E; := EN{|z| < j}
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fiir j € IN. Diese Mengen sind beschriankt und A\"-messbar. Damit gilt:

A'(Ej) = sup{\"(K) | K kompakt, K C E;} <sup{\"(K) | K kompakt, K C E}
Allerdings gilt A" (FE}) Eimi A"(E) dank Satz 1.1.7, also gilt die Behauptung (i)
auch fiir beliebige messbare Mengen FE.

O

Satz 1.6.7 (Messbarkeit bzgl. \"). Eine Menge D C R"™ ist genau dann \"-messbar,

wenn eine der beiden folgenden (dquivalenten) Bedingungen erfillt ist:
(i) IE€e B : EDD,\"(E\D)=0.
(1i) IC e B . C C D,\"(D\C)=0.
Wir kénnen - -
i=1 i=1
fiir offene Mengen U; und abgeschlossene Mengen A; schreiben.
Beweis. ,=“: Sei D C R™ A"-messbar. Wir schreiben:
D=|JDjmit Dj:={zeD|j—1<l|z|<j}VjeN
j=1

Nach Lemma 1.6.6 existieren offene Mengen U; ; und kompakte Mengen K;; fiir alle
1,7 € IN, sodass V7,5 € IN gilt, dass K; ; C D; C U, ; ist, und dass
27 27

/\n(Ui’j) < /\n(DJ) + T, )\n(Ki’j) > )\n(DJ) — ;

(*)

ist. Dann sind die Mengen

U, = U Ui; und A; :== U K ;
j=1 j=1

Vi € IN abgeschlossen, und es gilt A; C D C U;. Nun definieren wir:
o0 o0
E = ﬂUi und C = UAi
i=1 i=1

und erhalten Vi € IN:

—_
INx
L] =

N(E\ D) < XU\ D) < Y AN'(Uiz\ D) =Y (\"(Uiz) = A"(Dy))
=1

Jj=1 J
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Da dies Vi € IN gilt, gilt bereits A\"(E \ D) = 0. Andererseits gilt analog Vi € IN:

A(D\ C) < A(D\ 4y) i (D;\ Ky ) Z)\” (K )(21

womit auch \"(D \ C) = 0 ist.
Die andere Richtung ist klar. O

Satz 1.6.8 (Lusin). Sei A C R™ offen mit \"(A) < co. Sei f eine reellwertige, auf A \"-
messbare Funktion. Dann existiert zu jedem € > 0 eine kompakte Menge K = K. C A,
sodass folgende Eigenschaften erfillt sind:

(i) Es gilt \"(A\K) <e
(11) flx ist stetig.

Beweis. Durch Fortsetzung von f durch Null aulerhalb des Definitionsgebietes von f
konnen wir annehmen, dass f auf ganz A definiert ist (denn durch diese Fortsetzung
bleiben die Messbarkeitskriterien aus Lemma 1.2.5 erhalten, d.h. f ist nach wie vor eine

messbare Funktion). Nun definieren wir fiir jedes ¢ € IN, k € INg folgende Intervalle:

k kE+1 k k-1
B;opy1 = <., . ], Bi o = <—.,— . ]

7 7 7 ]

Sei nun 7 € IN fest gewdhlt. Dann sind die Mengen B; ; fiir j € IN paarweise disjunkte

Intervalle, und es gilt:
oo
UBii=R
§=0

Ferner ist die Lange jedes solchen Intervalls genau % Damit sind die Mengen

V4 € IN messbar, da wir das Urbild eines Intervalls [a, b) unter einer messbaren Funktion
als {f > a} N{f < b} schreiben kénnen, welches als ein Schnitt von (nach Lemma 1.2.5)

messbaren Mengen selbst messbar ist. Ferner gilt:
A= ] Ay
Jj€Ng
Nach Lemma 1.6.6 existieren dann kompakte Mengen K; ; C A; ; mit

n 9
AN (Aij \ Kij) < g (*)
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Damit folgt:
[e.e] o0 [e.e] o
A <A\ U K,M) =X JAig \UEu | =2 | i\ Kiy)
I=1 j=0 1=0 j=0
= N e /1) ¢
< ZA (Aij \ Kij) < ﬁz <2) =5
§=0
Damit gilt nach der Stetigkeit von Mafen:

N 0o
lim A" A\UKz’,j =" A\UKi,j

N—ro00 ) .
7=0 7=0
Somit existiert ein N (i) mit
N (i) -
(AN Ky | < 5 (%)
§=0

Die Menge
N(i)
Di:= | Ki;
j=1

ist, als endliche Vereinigung von Kompakta, ebenfalls kompakt. Sei nun b; ; € B; ; belie-
big, und sei g; : D; — R eine Funktion mit g;(x) = b; ; Vo € K; j, j < N(i). Die Mengen
Kiq,..., K; N sind kompakt und disjunkt; damit existiert ein § > 0, sodass all diese
Mengen mindestens Abstand § voneinander haben. Damit ist g; : D; — R stetig, denn es
existieren keine Unstetigkeitsstellen, da die Definitionsgebiete K ; voneinander getrennt
sind. Damit gilt | f(z) — gi(2)| < 5 V& € D;. Nun definieren wir:

[o@)
K::ﬂDi
i=1

Diese Menge ist als abzdhlbare Vereinigung von kompakten Mengen selbst kompakt, und

es gilt:

AN K) <Y XA\ Dy) “2‘%2(;) —¢

i=1 i=1
Folglich konvergiert die Funktionenfolge (g;);ew auf K gleichméfig gegen f|x: damit ist
flx stetig. O

Definition 1.6.9. Ein dufleres Maf$ v auf R™ heifst Borelmaj, wenn gilt:
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(i) Alle Borelmengen sind p-messbar.
(1) FEs gilt u(K) < oo fir jede kompakte Menge K C R™.

Bemerkung. Das Lebesqguemafs ist ein Borelmaf. Fir E C R"™ ist auch N L E ein
Borelmayfs.

Definition 1.6.10. Fin dufieres Maf p auf R™ heifit Translationsinvariant, wenn gilt:

wE+a)=upuE) VECR",aeR"

Bemerkung. Das Lebesquemaf ist Translationsinvariant.

Lemma 1.6.11. Ist u ein translationsinvariantes Borelmaf auf R™, so ist jede Koordi-

natenhyperebene H = {x € R" | x; = ¢} firi € {1,...,n}, ¢ € R eine p-Nullmenge.

Beweis. Sei Q = [0,1]" und F' = {x € Q | z; = 0}. Fiir a € R" ist F' + a abgeschlossen,
und damit p-messbar. Nun sei {si,...,s;p} C [0,1] fir ein k& € IN mit s; # s; VI # j.
Dann gilt:

k

k
kep(F)=> psjei+ F)=p | |Jsjei+ F | <p(@) < oo
=1 j=1

Dies gilt Yk € IN, also muss p(F') = 0 sein, denn ansonsten liele sich ein k£ € IN finden,
sodass k - u(F) > p(Q) ist, da p(Q) nicht unendlich ist. H ist aber die Vereinigung
abzahlbar vieler verschobener Mengen F', womit auch u(H) = 0 ist. O

Satz 1.6.12. Sei p ein translationsinvariantes Borelmafl auf R™. Dann gilt mit 9 =

u([0,1]7):
W(E) = 9 - X"(E)

fiir alle \"-messbaren Mengen E C R™.

Beweis. Sei Qr; = 27%-(j 4 10,1]") Vk € No,j € Z"™. Dann ist [0,1]" die Vereinigung
von 2"* solcher Wiirfel; seien diese {Qy.; | j € Ji}, wobei

Je={3 =01 rdn) €Z"|0<ji <2 —1Vie {1,...,n}}

ist. Diese Wiirfel sind (einmal abgesehen von den Koordinatenhyperebenen auf den Uber-
schneidungen der Wiirfeln, die wir ignorieren kénnen, da es sich bei ihnen um endlich

viele messbare Mengen von Mafl 0 handelt). Mit Lemma 1.6.11 folgt damit:

p(0,1]") = Y pu(@rg): A(10,1]") = > N (Qrj)

JjeJk JjEJK
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Da nach Translationsinvarianz von g und A" die Mafle all dieser Teilwiirfel gleich sind,
folgt:

p(0,1") 2" u(Qry)  p(Quy)

AT([0,1]7)  2nkAM(Qr ) A(Qry)

T

Mit Lemma 1.6.3 folgt fiir alle offenen Mengen U C R™:

Y =

p(U) =9 - A"(U)

da wir jede solche Mengen mithilfe von Gitterfiguren approximieren kénnen. Die Be-
hauptung gilt damit auch fiir alle Quader, und folglich ebenfalls fiir alle A™-messbaren
Mengen (dank Satz 1.4.4, der Eindeutigkeit der Mafifortsetzung). O

Lemma 1.6.13. Sei U C R” offen und f : U — R"™ eine Lipschitz-stetige Funktion mit

Lipschitzkonstante A bzgl. der Mazimumsnorm || - ||so, d.h. es gilt:

£ (@) = f(W)lloe < A-lz = ylloo Va,y €U (%)

Dann gilt:
AN(f(E) <A NY(E)VECU

Beweis. Sei 0.B.d.A. \"(E) < co. Wir setzen:
Q(zo,p) ={x € R" | ||z — zol|oo < p} o € R",p >0

Wir haben Q(zo,p) CU = f(Q(z0,p)) C Q(f(x0),Ap) dank (). Nach Lemma 1.6.6
(Approximationslemma) existiert eine offene Menge V O E, sodass A\"(V) < A\"(E) + ¢
ist. Sei 0.B.d.A. V C U (ist \N"(E) < N (U) + ¢, so wihle V = U, da U offen ist;
ansonsten finden wir eine entsprechende offene Menge V' C U). Wir betrachten weiter
Wiirfel Q; (fir j € IN) mit

Jaei=v
j=1
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wobei (); paarweise disjunkte Innere besitzen. Damit folgt:

Da € beliebig klein gewahlt werden kann, folgt die Behauptung. O
Satz 1.6.14. Sei U C R"™ offen und f € C1(U,R") eine Funktion. Dann gilt:

(1) N C U ist eine \"-Nullmenge = f(N) ist eine A\"-Nullmenge.

(15) E C U ist N"-messbar —> f(E) ist A\"-messbar.

Beweis. Nach Lemma 1.6.3 finden wir kompakte Wiirfel K, sodass

o Uk
=1

ist, also gilt:
o0
N=|JEKnN.
i=1
Da f|K; Lipschitz-stetig ist, folgt die Behauptung (7) aus Satz 1.6.13. Fiir (i7) nehmen wir
an, dass E beschrénkt ist (ansonsten betrachten wir stattdessen E,,, = {z € E | |z| < m}
fiir jedes m € R). Dann existieren nach Satz 1.6.7 Kompakte Mengen A; (fiir j € IN)

und eine A"-Nullmenge N mit
[e.9]
E=[JA4;|uN.
j=1

Da die Bilder f(A;) ebenfalls kompakt sind und A"*(f(NN)) = 0 ist (nach (7)), folgt die
Messbarkeit von f. O

Satz 1.6.15. Sei S € O(n) (d.h. S ist eine orthogonale n x n-Matriz), und sei a € R".
Dann gilt:
A(S(E)+a)=\"(E)VE C R"
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Beweis. Die Translationsinvarianz von A" ist bereits bekannt; damit kénnen wir anneh-
men, dass a = 0 ist. Sei zuniichst S € GL(n,R) und T := S~!. Wir betrachten das
Bildmaf}

w=A"0oS:PIR") = [0,00], E+— u(E)=A"(S(E)).

Das Maf p ist ein translationsinvariantes Borelma$, denn S ist eine C'-Funktion, also

ist u nach Satz 1.6.14 ein Borelma$, und p ist translationsinvariant, da Vb € R gilt:
HE +a) = X'(S(E+a) = N'(S(E) + Sa) = MS(E)) = u(E)
eR™

Nach Satz 1.6.12 folgt nun fiir alle A”-messbaren Mengen E C R™:
u(E) =9(S) - \'(E) wobei 9(S) = N"(S([0,1]™)) € [0, 00)
Fiir allgemeine Mengen £ C R™ folgt die Aussage nun mit Lemma 1.6.6, denn es gilt:

u(B) = X"(S(B))
= inf{\"(V) | S(E) C V,V ist offen}
=inf{\"(S(U)) | E C U,U ist offen}
=inf{u(U) | E C U,U ist offen}

Da alle Mengen U oben als offen vorausgesetzt sind, gilt die Behauptung bereits fiir alle
diese U, d.h. es folgt:
AM(S(E)) = 9(5) - A"(E)

Fir S € O(n) sei E = B;(0) die Einheitskugel um den Ursprung bzgl. der Euklidischen
Norm. Dann gilt S(B;) = B, da Kugeln rotationsinvariant sind, und orthogonale Ma-
trizen abstandserhaltend sind. Da alle orthogonalen Matrizen insbesondere invertierbar
sind, gilt:

I(S) - N (B1(0)) = u(B1(0)) = A"(S(B1(0))) = A" (B4 (0))

Damit muss J(S) = 1 sein, also gilt die Behauptung. O

Lemma 1.6.16. Sei S € GL(n,R). Dann ezistiert eine Diagonalmatriz

mit A\j > 0Vj € {1,...,n} und Matrizen T1,T5> € O(n), sodass S = T1 AT ist.
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Beweis. Ubungsaufgabe. a

Satz 1.6.17 (Lineare Transformationsformel). Sei S € R™™ eine lineare Abbildung.
Dann gilt:
AY(S(E)) = |det(S)] - \"(E) VE C R"

Beweis. Falls det(S) = 0 ist, ist S nicht invertierbar, d.h. dim(Bild(S)) < n. Damit ist
S(FE) fir jedes E C R™ eine Teilmenge einer n — 1-dimensionalen Hyperebene H. Damit
ist A"(S(E)) < A"(H)0, d.h. \*(S(E)) = 0. Sei also |det(S)| # 0. Nach Satz 1.6.14
genlgt es zu zeigen, dass

9(S) = | det(S))

ist, wobei ¢ das ¥ aus Satz 1.6.12 ist. Fiir eine Diagonalmatrix A mit strikt positiven

Diagonaleintrdgen Ay, ..., A, rechnen wir:
O(A) = A"(A([0,1]")) = [ \i = det A = | det(A)|
i=1

Mit der Polarzerlegung S = T1ATy fir T1,7> € O(n) folgt dank Lemma 1.6.15 die
Aussage fur S € GL(n, R). O

2 Integration

Zur Erinnerung: sei im Folgenden (X, .o/, ) immer ein Mairaum. Ggf. erweitern wir p
zum entsprechenden dufleren Mafi. Wir betrachten typischerweise numerische Funktio-
nen. Eine solche Funktion f : D — R heifit messbar (auf D C X) wenn D € & ist, und
{f > s} € o Vs € R ist. Eine Funktion f : D — R heifit g-messbar auf D € &, wenn,
wenn D € o ist, u(D\ D) = 0 ist, und f o | g-messbar ist.

Beispiel. Sei F € o7. Dann ist

1 z€eF

XE:X%E,XE(ﬁ):
0 z¢FE

messbar.

2.1 Das Lebesgueintegral

Definition 2.1.1. Sei (Y, €) ein messbarer Raum. Eine Funktion f : Y — R heifst (€ )-
Treppenfunktion, wenn ein m € IN, Werte aq, ...,y € R und Mengen Ay,..., Ay €€

existieren, sodass gilt:

m
[ = Zai X,
=1
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Satz 2.1.2. Sei (Y, %) ein messbarer Raum und sei f : Y — [0, 00] eine messbare Funk-
tion. Dann ezistiert eine monoton wachsende Funktionenfolge (fn)nenw nicht-negativer

Treppenfunktionen, welche fiir n — oo punktweise in'Y gegen f konvergiert.

Beweis. Fir m € N, k € {1,...,m - 2™} setzen wir:

k—1 k
ka:{:ﬂEY|§f(ac)<}
’ 2m 2m
Wir definieren ferner fiir jedes m € IN:

k-1

S T E Py
fl) = ez
" m  ze¥Y\ U Fuk
k=1

Die Funktionen (fp,)men sind Treppenfunktionen, und Vx € Y gilt:
fm(x) = f(x) und f,,(x) ist monoton wachsend

O

Wir wollen nun ein Integral iiber Funktionen konstruieren. Zunéchst definieren wir das

Integral iiber eine charakteristische Funktion X als:

/ Xg dp = p(E)
X

Betrachten wir nun eine allgemeinere, messbare Funktion f : X — [0, co] mit

m
f - Za] : XAi7
i=1

wobei wir fiir f eine Darstellung wie in Satz 2.1.2 nutzen. Unsere Idee ist, das Intergral

von f iiber X wie folgt zu definieren:

/ fdp=> a;-nu4;)
X =

Allerdings ist die Darstellung als Linearkombination aus Satz 2.1.2 nicht unbedingt ein-
deutig, womit dieses Integral noch nicht wohldefiniert ist; dieses Problem gilt es nun

16sen.

Lemma 2.1.3. Seien Aq,...,An,B1,...,B, € &, sodass die Mengen Aq,..., A, und

die Mengen By, ..., B, untereinander paarweise disjunkt sind. Seien ferner aq,...,am,
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Bi,y...,Bn €[0,00) beliebig. Dann gilt folgende Implikation:

m n m n
Do Xa, <38 Xg, = Y ai-p(A) <Y By u(By)
i=1 =1 i=1 =1

Bewezs. Wir definieren:

ao::O::/B();A()Z:X\UA'L'QBO::X\UBJ
i=1 j=1

Fir i € {0,...,m},j € {0,...,n} gilt damit entweder A; N Bj = 0 oder a; < §;. Damit
folgt:

D p(A) = o p(AinBy) <Y B w(AinBy) =Y B+ u(By)
i=0 i=0 j=0 i=0 j= =0

Bemerkung. Damit folgt insbesondere:

ZO&i'XAi = Zﬁj ‘XB, = Zai'M(Az‘) = 251‘ - pu(Bj)
i=1 j=1 i=1 =1

Womit obiges Problem geldst ist, denn damit ist der Wert des Integrals unabhdngig von

der Darstellung von f als Linearkombination.

Bemerkung. Jede Treppenfunktion f besitzt eine Darstellung

m
f= ZO‘J' X4,
=1

mit paarweise disjunkten Mengen A; (wdren diese nicht disjunkt, so kénnten wir sie in
disjunkte Mengen aufteilen, wodurch wir immer noch nur endlich viele Mengen erhalten

wiirden).

Definition 2.1.4. Sei D € o/, f: D — [0,00) eine Treppenfunktion mit Darstellung

m
f= ZO‘J X4,
j=1

mit paarweise disjunkten Mengen A; und oy > 0Vj € {1,...,m}. Dann setzen wir:

/ Fdu=>"oa;-pu(A)
D =
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Definition 2.1.5. Seien D € & und f: D — [0,00) eine <7 -messbare Funktion. Dann

setzen wir:
/ f dup :=sup {/ s du | s ist eine Treppenfunktion mit 0 < s < f}
D D

Fiir eine beliebige o/ -messbare Funktion f : D — R definieren wir das Lebesgueintegral

von f tber D durch:
[rdw=[ £ au- [ £ au
D D D

@) = =0 nd f——p gt

wobes

ist, falls mindestens eines der beiden Integrale auf der rechten Seite endlich ist.
Bemerkung. (i) Ist f eine Treppenfunktion, so stimmen die Definitionen tiberein.

(13) Falls p(N) =0 fiir ein N € o ist, so gilt:

/Nfdu:()

(t91) Fir M € o folgt:

/Mfdu=/Xf-XM du=/Mf|M dp

Daher geniigt es fortan, nur Integrale iber ganz X zu betrachten. Fir den Beweis

siehe anschlieffendes Lemma.

(tv) Aus dieser Definition ergibt sich sofort, dass dieses Integral monoton ist (d.h.
f@)<gl@)VeeD = [ fdu< [ygdu)

Lemma. Sei f eine o7 -messbare Funktion auf X und D C X mit (X \ D) = 0. Dann

gilt:
/Xf duz/Df\D dp

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir Treppenfunktionen. Sei also f eine Trep-

penfunktion mit folgender Darstellung:

k
F=Y X, A1, Ay e o
i=1

Seien 0.B.d.A. Ay,..., A, € D und Appi1,..., A C X\ D fir ein m € IN. Dann gilt
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Vee D,ie{m+1,...,k}:

r¢ A = Xa,(x)=0 = f(z Zaz Xa,(z) = Zal-XAi
=0 fiir i>m
= f‘D:Zai'XAi
Damit rechnen wir:
k
[ £ an- zw zaz 4)+ Y a zw )= [ 1l
i=m-+1

da (A >_ (X\Dpo

Sei nun f eine beliebige, «7-messbare Funktion. Sei s,, (geméaf Satz 2.1.2) eine monoton

wachsende Folge von Treppenfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert. Dann gilt:

/ fdp=sup {/ s dp | s ist eine Treppenfunktion auf X mit 0 < s < f}
X X
= sup {/ s|p du | s ist eine Treppenfunktion auf X mit 0 < s < f}
D

= sup {/ s|p dp | s ist eine Treppenfunktion auf D mit 0 < s < f\D}
D

Z/Df|DdM

O]

Satz 2.1.6 (Monotone Konvergenz). Seien f, : X — [0,00) fir n € N < -messbare
Funktionen, sodass (fn)nen punktweise gegen eine Funktion f konvergiert, und sodass
die Folge (fn)new monoton wachsend ist (d.h. fni1(x) > fo(x) Vn € N,z € X). Dann
qgilt:

lim fnduz/fdu

Beweis. Wir wissen bereits, dass f als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen
&/ -messbar ist (nach Satz 1.2.8). Aus Definition 2.1.5 folgt, dass

(o).,

eine monoton wachsende Folge ist, deren Grenzwert in [0, 00] wir mit o bezeichnen.
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Ferner gilt f,, < f Vn € IN. Damit gilt:

aS/deu

Ist & = oo, so sind wir fertig. Sei also a € [0,00). Sei s eine Treppenfunktion mit

0 < s < f. Wir zeigen, dass
/ sdu < a
X

/ fdp=sup {/ s dp | s Treppenfunktion, 0 < s < f} <a,
X X

ist, denn damit folgt

also wire der Satz gezeigt.

Schritt 1: Sei 7 € (0,1) und sei B, := {z € X | fo(z) > 7 s(z)}. Dann gilt E,, € &
und F, C E,+1 Vn € IN, sowie

o
U E, = X.
n=1

Damit folgt fiir jedes A € & nach den Stetigkeitseigenschaften von Maflen:

lim u(E,NA)=p(A) (%)

n—oo

Schritt 2: Wir nutzen gemafl Satz 2.1.2 die Darstellung

k
5= ZBJ - XB,
j=1

mit paarweise disjunkten Mengen B; € /. Dann gilt:

k
/fndMZ/ fndMZ/ T’SdH:T'Zﬁj'N(BjOEn)
X E, En =

Schritt 3: Wir betrachten nun in obiger Ungleichung den Grenzwert fiir n — co. Mit

(%), sukzessive angewendet auf A = Bj, ergibt sich dadurch:

k
a27~2ﬁj~u(3j)27‘/ s dp
j=1 X

Da 7 € (0,1) beliebig nahe an 1 gewéhlt werden kann, folgt die Behauptung. O
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Lemma 2.1.7. Seien fi, fo; X — [0,00) o7 -messbare Funktionen. Dann gilt:

/X(f1+fz) dﬂz/xfl d,u—i—/xfg du

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir Treppenfunktionen. Seien also f; und fo
/-messbare Treppenfunktionen. Nach Satz 1.2.9 ist auch f; + fo ©/-messbar, und damit

integrierbar. Wir nutzen geméfl Definition 2.1.1 die folgenden Darstellungen:

k k
i=1 =1

Dabei nehmen wir 0.B.d.A. an, dass beide Darstellungen dieselben Mengen Ay,..., A, €
&/ nutzen. Damit besitzt fi + fo folgende Darstellung:

k

fit o= (ai+Bi)- X,

=1
Mit dieser Darstellung erhalten wir nun:
k

/X fi+ fodu= Z(Oéz‘ + Bi) - u(A:)

=1

_Za’l +Z/BZ ’L

/f1 d#+/f2 du (%)

Seien nun f1, fo beliebige Funktionen. Seien (geméf Satz 2.1.2) s, und ¢,, monoton wach-
sende Folgen von Treppenfunktionen, sodass sy oo, f1 und t, nzeo, fo punktweise
gilt. Damit gilt auch s,, + t, LA f1 + f2 punktweise. Damit rechnen wir:

/ f1 du—i—/ f2 du2':1'6 lim Sp dp+ lim tn, du

= lim /sn d,u—i—/ tn d,u)

g lim Sp +tn du

n—o0 b'e

g/fﬁ-ﬁdﬂ
X

O]

Bemerkung. Fualls f nur p-messbar auf X ist, d.h. f ist auf einer Menge D € o/ mit
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w(X \ D) =0 definiert und f ist o/|p-messbar, so setzen wir:

/deu:Z/Dfdu

Lemma 2.1.8. Seien fi, fo : X — [0,00) p-messbare Funktionen. Dann gilt:

/X(f1+f2) d,u:/Xfl d,qu/ng du

Beweis. Per Definition der u-Messbarkeit existieren Mengen D1, Dy € of | sodass f1 auf
Dy und fy auf Do definiert ist, und sodass gilt: u(X \ D1) = u(X \ D2) = 0. Damit ist
auch X \ (D1 N D) =0, und wir rechnen:

/f1+f2du=/ fot fo dp 2T fldu+/ fo du
X D1NDo DiNDsy

D1NDo
Andererseits gilt

/ Srdp= [ fidp,
DiND> D1

da p(D1\ (D1NDy)) = p(D1\ D2) = p((X\ D2)\ (X \D1)) = (X \ D2) —u(X\D1) =0
ist, d.h. die Differenz zwischen den Mengen D und DN Dy ist eine Nullmenge, d.h. diese
Differenz dndert das Integral nicht. Analog fahren wir fiir fs fort, womit die Behauptung
gilt. O

Definition 2.1.9. Die Menge aller p-messbaren, numerischen Funktionen f auf X,
deren Integral definiert ist (dabei darf dieses Integral auf oo sein), bezeichnen wir mit
L*(u) (oder vereinfachend: £*). Weiter setzen wir:

L= () = {f 2| [ fane R}

Lemma 2.1.10. Sei g € " und f eine pu-messbare Funktion mit f = g p-f.i.; dann

ist f € L*(u), und es gilt:
/fduz/ g dp
b'e D'

Falls v ein vollstindiges Maj ist, so miissen wir f nicht als u-messbar annehmen.

Beweis. Seien f auf B € o/ und g auf A € & definiert, sodass u(X \ A) = u(X\B) =0
ist. Dann sei D C AN B, sodass f = g auf D ist, und sodass u(X \ D) = 0 ist. Dann

gilt analog zum Beweis von Lemma 2.1.9:

/nguz/Agduz/ngMZ/Dfduz/deu:/Xfdu
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Falls p vollsténdig ist, so liefert Lemma 1.2.12 bereits die u-Messbarkeit von f, weswegen

wir diese nicht explizit fordern miissen. O

Lemma 2.1.11 (Chebychev-Ungleichung). Sei f : X — [0, 00] eine u-messbare Funktion
mit [y f du < oo. Dann gilt Vs € (0, 0]

1
W({f > s < S RLTRLICES

0 § =00
Beweis. Fall 1: s < co. Wir betrachten (auf dem iiblichen D € &) die folgende Funktion:
0<sX(yzsp < f

Durch Integration folgt die Behauptung dank der Stetigkeitseigenschaften von Maflen:

1
s [ Xy ans [ fdw = nlrzs) = [ Xpmg duz [ £
X X X s JXx
Fall 2: s = co. In diesem Fall ist {f > s} = {f = oo}. Angenommen, X := u({f =
oo0}) > 0. Dann ist fiir jedes n € R die Funktion

sp: X = [0,00), sy(x) ==

eine Treppenfunktion mit s < f. Folglich gilt:

/fdMZ/ sy dp=n-p({f=00})=n-A
X X

Dies gilt Vn € R, also muss wegen A\ # 0 bereits fX f dp = oo gelten. ¢

Folgerung 2.1.12. Sei f € £*(u).
(@) Ist [y f dp < oo (bzw. [y f dp > —0c0), so gilt f < oo (bzw. f > —00) p-f.1i.
(44) Falls f >0 und [ f du =0 ist, so ist f =0 p-f.i.

Beweis. (i) Wir nutzen die Darstellung f = f* — f~. Es gilt [, f du < oo, also
wissen wir, dass auch [, f* du < oo ist, denn wére [ fT du = oo, so wire
Jx f~ du endlich (sonst wére das Integral von f nicht definiert, d.h. f ¢ £*(u));
aber dann wire [, f du = [ fT dp— [ f~ du = oo — (reelle Zahl) = oo, was
ein Widerspruch wire. Damit liefert die Chebychev-Ungleichung dank f*+ > 0:
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W(LFF = oo}) = 0. Wegen f(z) = 00 = [(2) > 0 = f*(x) = f(x) = oo ist
{f =00} C{f" = o0}, also folgt u({f = 0}) = oo, d.h. f < oo p-fast-iiberall.

(13) Da f nicht-negativ ist, liefert die Chebychev-Ungleichung:

plr = s <5 [ Fdu=0vse(0.00)

— u({f%O})—u({f>0})—u<ﬁ {r> i}) BT i ({72 1) =0

n=1

Folgerung 2.1.13. Seien f,g € Z(p).
(i) Falls [, f dup=0VYAe o ist, so gilt f =0 p-f.i.
(4) Falls [, f du < [, g du VA € o ist, so gilt [ = g p-f.i.

Beweis. (i) Sei B := {f > 0}. Dann gilt:

0=/deu=/3f+du

d.h. f* = 0 p-f.ii.; wir gehen analog fiir f~ vor, und erhalten damit, dass f = 0
p-f.i. ist.

(i1) Sei h:= (f —g)*. Dann gilt VA € «:
0§/hd,u=/ﬂ{h>0}fgd,u§0
A A

Somit ist (f—g)* = 0 p-f.ii., d.h. f—g < 0 p-f.ii.; wiederholen wir dies fiir (f—g)~,
so erhalten wir die Behauptung.
O

Satz 2.1.14. Es gilt:

(i) Fir f,g € LY (), a,B € R ist af + Bg € L (p), und es gilt:

/Xaf+»6’gdu—a'/xfdu+ﬁ~/xgdu

(ii) Ist f € LY (), so ist auch |f| € L1 (n), und es gilt:
o< [1ran
X X
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(iii) Aus f,g € L1 () folgt max{f,g} € L (n) und min{f,g} € L (n).

(iv) Sei f u-messbar und g € LY (u) mit |f| < g. Dann ist auch f € L (), und es

gilt:
/fduﬁ/lf!dué/gdu
X X X

Beweis. (i) Seien f € ! und a € R beliebig. Wir zeigen zunichst folgende Glei-

/onfd,u:a~/deu

Fiir = 0 und fiir Treppenfunktionen f ist die Sache klar. Fiir allgemeines f > 0
(welches 0.B.d.A. auf ganz X definiert ist) gilt:

chung:

/ af dp =sup {/ sdp|0<s<af,s Treppenfunktion}
X e
= sup {a : / l dp|0< il < f,s Treppenfunktion}
x [0

=« - sup {/ tdpu|0<t< f,t Treppenfunktion}
X

=a-/deu

Diese Rechnung ist auch fiir a < 0 giiltig, denn (af)” = (—a)f. Allgemein wie
immer mit f = f* — f~. Dank dieser Erkenntnis geniigt es fiir (i) nun, den Fall
a = 3 = 1 zu behandeln. Seien also f, g € £!. Wirsetzen f = f*—f~,g=gT—g~
und h = f+g. Nach Folgerung 2.1.12 ist g u-f.ii. definiert, und ist damit g-messbar.
Dank h=ht —h™ = fT —f~+gt —g gt h* +f~+g =fT+g"+h".Da

dies messbare, nicht-negative Funktionen sind, liefert Lemma 2.1.9:

/h+du—i—/fd,u+/gdu:/f+du+/g+d,u+/hdu
X X X X X X

Da0<ht=(f+g)t < ft+g"ist, ist [, hT dp endlich (analog fiir h™); damit
ist (i) gezeigt.

(i) Wir nuzten |f| = f* 4+ f~, und rechnen:

oo Lo ans [ a<| [t anle| o
—‘/Xﬁdu‘Jr’/Xf‘du’—/X!f!du

(iii) Folgt sofort aus max{f,g} = 5(f +g+|f —g|) und min{f, g} = 3(f +g—1f —gl)-
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(iv) Ist f p-messbar, so ist auch f* p-messbar, und es gilt 0 < f* < g. Es folgt:

OS/f+du§/gdu<oo
X X

Damit ist ft € Z!. Analog folgt auch f~ € .Z'; damit ist f = f+ — f~ € £}
nach (z). Mit (4i) folgt nun:

/deu<’/xfd#‘f/x’f\du</xgdu

== <<l
O

Folgerung 2.1.15. Seien f,g p-messbare Funktionen mit fo dyu > —oo. Dann gilt
folgende Implikation:

f<gp-tii =>/fdu§/gdu
X X

Beweis. Fiir f, g > 0 folgt die Aussage sofort aus Definition 2.1.5 (und der Tatsache, dass
die Punkte, fir die f > g ist, fiir die Integrale unerheblich sind, da sie eine Nullmenge

bilden). Ansonsten gilt:

{97 > u{f*>g9"rc{f>g}

wobei wir annehmen, dass alle obigen Mengen in & liegen. Damit gilt 0 < ¢~ < f~ und
0< ft <g" p-fii., und somit:

Oé/gduﬁ/fdu<oound/f+du§/g+du
X X X X

:>/fdu=/f+du+/—f‘du</g+du+/—g‘du=/gdu
X X X X X X

2.2 Konvergenzsatze

Wir wollen wissen, wann folgende Gleichheit gilt:

/ lim f dp = lim / fr dp
Xk‘—>oo k—o0 X
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Wir beobachten zunéchst, dass punktweise Konvergenz allein hierfiir nicht geniigt. Be-

trachte beispielsweise die folgenden Funktion fiir jedes k € IN:
bl
Dann ist der punktweise Limes dieser Funktionenfolge Vax € R gegeben durch:

0 x#0

=: f(z)
400 =0

k—ro0
Allerdings gilt:
/fkd)\1:1Vk:€]1\Taber / fdx=o0
R R

Satz 2.2.1 (Levi; monotone Konvergenz). Seien f, f, fir n € IN p-messbare Funktion
n—oo

auf X mit f, ——= f p-fi., for1 > fn, und fX f1 dp > —oco Vn € IN. Dann gilt:
lim [ f, dp =/ fdu

Beweis. Fiir o/-messbare, nicht-negative Funktionen haben wir dies bereits in Satz 2.1.6
bewiesen. Aus f, > fi1 und f; € Z* folgt aus Folgerung 2.1.16, dass auch f,, € .Z* ist.
Falls ein n € IN mit [  Jn du = oo existiert, so ist die Aussage nach Definition 2.1.5
klar (denn dann ist auch [y fi du = oo Yk > n). Seien also f, € £1 ¥n € IN. Damit
gilt f; € £, und dank Satz 2.1.14 folgt, dass auch g, := f, + f; € £! ist. Die

Folge (gn)nen ist nun aber eine monoton wachsende Folge nicht-negativer (da Vz € X:
fn(x) <0= fl(x) < fn(x) <0= gn(w) = fn(x) =+ ff(l') = fn(-r) + (_fl(-r)) > 0)7
intergrierbarer Funktionen mit g, —— f + fi p-fi., weswegen ein A € &/ existiert,
sodass u(X \ A) = 0 ist, und sodass gilt:

Tim gu(z) = f(@) + i () Vo € A

Satz 2.1.6 angewendet auf X = A liefert nun:

n—o0

i [ g0 = [ £+ 57 du
A A

Da die Funktionen g,, f,,, fi € Z" sind, erhalten wir:

i [ fodp=tim [ ogda— [ g du= [ fafrdus [ ran )

Nachdem f~ < f; € ZLVist,und f + f; = fT + (ff — f7) ist, gilt ferner nach Satz
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2.1.15:

Joretrdu= [t aue [ == [t au [ an [ an

—/dequ/Xffdu

%nllrgo andu:</deu+/xf;du>—/xffdu=/xfdu

Bemerkung. (i) Ist p ein vollstandiges Mafs, so missen wir nicht annehmen, dass f

O

u-messbar ist, da dies automatisch fiir punktweise Grenzwerte p-messbarer Funk-

tionen gilt.

(1i) Wir bendétigen die Bedingung der punktweisen Konvergenz nicht — diese folgt au-

tomatisch aus der Monotonitit der Folge.

Folgerung 2.2.2. Fir nicht-negative, u-messbare Funktionen f, gilt:

Agnwzgénw

Beweis. Folgt sofort aus Satz 2.2.1. O

Lemma 2.2.3 (Lemma von Fatou). Sei (f,)nen eine Folge u-messbarer Funktionen auf
X und g € L. Falls f, > g p-fi. fir alle k € N gilt, so gilt:

n—0o0 n—0o0

/ liminf f,, dp < liminf/ fn du
X X

Beweis. Sei jeweils f,, auf D,, € o/ definiert, sodass u(X \ D,) = 0 ist. Wir definieren

D=()Dn; f:D = R,z liminf f,(x)
n=1

Fiir g, = inf;>,, f;, definiert auf ﬂ;)in Dj, gilt gn41 > gn auf D und lim, o0 g, = f. Mit
Satz 2.2.1 folgt nun:

5= [ g ap < timint [,
]

Satz 2.2.4 (Majorisierte Konvergenz). Seien f, f, fir n € IN pu-messbare Funktionen

auf X, sodass fn LA f p-fd. gilt. Es existiere ferner eine nicht-negative Funktion
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g € L, sodass sup,en | fn] < g p-f.ii. gilt. Dann ist f € £, und es gilt:

Es gilt sogar:
f = fullery = /X |f = ful dp 22250

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt |f| = lim, oo |fn] < g p-fii; da g € £ ist,
folgt mit Satz 2.1.15 f, f,, € £ Vn € N. Die Folge 2g — |f — fn| > 0 konvergiert p-f.ii.
punktweise gegen 2¢g. Damit liefert Lemma 2.2.3:

/2ng:/ liminf 2g — |f — f] d,ugliminf/ 29— |f — fol dp
X x Moo n—oo [y

=/ 29 du—limsup/ |f — ful dp
X X

n—o0

— limsup’/fdu—/fndu‘ﬁlimsup/ i~ fol du <0

n—o0

O]

Bemerkung. Ist u ein vollstindiges Maj$, so miissen wir nicht annehmen, dass f -
messbar ist, da dies automatisch fir punktweise Grenzwerte p-messbarer Funktionen

gilt.

Folgerung 2.2.5. Sei (hp)new eine Folge p-messbarer Funktionen und g € . Falls

die Reihe
> h

J=1

w-f.4. konvergiert, und
sup |» Hj| <g
j=1
w-f.4. gilt, so gilt:
[ee] o
/Zhj d,u:Z/ h; du
b X

Beweis. Folgt direkt aus Satz 2.2.4. O

Bemerkung. Wir vergleichen nun Riemann- und Lebesgueintegral mit Maf§ jp = \' auf
R. Sei dafiir [a,b] ein kompaktes Intervall und f : I — R eine beschrankte Funktion. Fir

eine Treppenfunktion (gemafs Analysis 1) mit einer Unterteilung a = xo < 1 < ... <
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zy = b bekommen wir Ober- und Untersummen

Mz

—Zj_1) sup ) und Z —xj_1)-infz € [z;_1, 2] f(x)

]:]_ iEE[xjfl,l']}

Wir nennen f Riemann-integrierbar, wenn

b b
sup {/ ¢ dz | ¢ Treppenfunk., p < f} = inf {/ ¢ dx | ¢ Treppenfunk., > f}
1t.
Satz 2.2.6 (Riemann-Integrierbarkeit). Sei f : I — R eine beliebige Funktion auf
I =la,b] C R. Dann gilt:

f Riemann-integrierbar <= A\'({z € I | f nicht stetig in z}) =0

In diesem Full ist f auch Lebesque-messbar, und die Integrale stimmen tberein.

Beweis. Sei

Ni(f) = {z € I | limsup f(y) - liminf f(y) > s}

Yy—x

die Menge der Sprungstellen von f.

,=“ Sei ¢ < f < 9 mit Treppenfunktionen ¢ und @ (im Sinne der Analysis I;
damit sind dies insbesondere auch Treppenfunktionen im Sinne der Analysis III). Sei nun
x € Ns(f); dann gilt ¥ (x) — p(x) > s. Als Treppenfunktionen sind ¢ und 1 Lebesgue-

integrierbar, also gilt:

/ (z) de — / o(x) dz > A{(NL(f) - 5
I I

Falls fiir ein s > 0 gilt, dass A'(Ns(f)) > 0 ist, so ist damit die Funktion f nicht

Riemann-integrierbar.

,<“: Sei nun f A-f.ii. stetig. Dann seien 7; = (1, ... ,2j,N;) Zerlegungen mit Fein-
heit
— 00
(Sj = max ‘.%']Z wji—l’ ]—> 0
1<i<N; ’

fiir jedes j € IN. Wir definieren ferner Vj € IN:

QDJ(ZC) = ylenf f( ) Vi € {1, . ,Nj},l‘ S Ijﬂ‘ = [xj,ial'j,zﬂrl}
]z

Vj(r) = SUp fly) Vie{l,...,N;},x € Lj; = [754,7541]
Yelji
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Die Funktionen v, ¢; sind Treppenfunktionen, und konvergieren fiir j — oo punktweise

A-fii. gegen f; damit ist f A!'-messbar, und es gilt nach dem Lebesgue’schen Konver-

genzsatz:
/¢@nmlf%/}dxum1/¢x@dx:/jdx
I I I I
Damit ist f Riemann-integrierbar mit Integral [, f dA'. O

Lemma 2.2.7 (Stetigkeit von Parameterabhéngigen Integralen). Sei (X, 7, u) ein Maj-
raum, U C R"™ offen und f : U x X — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es existiert eine Nullmenge N C X, sodass Vx € X \ N die Funktion f(-,x) : U —
R stetig ist.

(13) Yy € U ist die Funktion f(y,-): X — R p-messbar.

(i11) 3g € LY (1), sodass Yy € U und p-fast-alle x € X gilt:
|f(z,y)| < g(@)

Dann ist die Funktion
WU%Rﬂwzéﬂw@@

stetig auf U.
Beweis. Wir zeigen, dass ¢ Folgenstetig ist. Sei also (y;);jen eine Folge in U mit y; EintiaN
y € U. Die Funktionenfolge fx := f(yx, ) konvergiert nach (i) u-f.ii. gegen f(y,-). Ferner
gilt nach (iii)

sup | fr(z)] < g(x)
keN

mit der Funktion g € #*(u) Vx € X \ N. Damit folgt mit Satz 2.2.4:

o) = Jim [ Flona) du= Jim o)

k—o0
Damit ist ¢ stetig. O

Satz 2.2.8 (Differentiation unter dem Integral). Sei (X, .o, p) ein Mafraum, U C R"™
offen und f : U x X — R eine Funktion mit folgenden FEigenschaften:

(i) Es existiert eine Nullmenge N C X, sodass Vx € X \ N die Funktion f(-,x) stetig

differenzierbar auf U ist.

(13) Yy € U ist die Funktion f(y,-): X — R p-messbar.
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(iii) 3g € LY (1), sodass Yy € U und p-fast-alle v € X gilt:
10if (y,2)| < g(z) Vi€ {1,...,n}

Dann ist die Funktion

o U = R p(y) :/Xf<y,w> du

stetig differenzierbar auf U, und es gilt:

Bzgo(y) :/Xalf(yvx) dp Vi e {17"-777’}73/6 U

Beweis. Wir wenden Lemma 2.2.7 auf den Differenzenquotienten an:

ey + he}i) —ply) _ % : </X fly + hes,z) — f(y, x) du>

2.3 LP-Raume

Definition 2.3.1. Sei p € [1,00). Dann bezeichnen mit LP = LP(X, o7, 1) die Menge

aller p-messbaren Funktionen f mit

/ [fIP dp < o0
X

1/p
11l = 11l eriy = ( /X P du)

heifst LP-Norm wvon f. Mit L = L%(X,o, ) bezeichnen wir die Menge aller p-
messbaren Funktionen f, fir die ein K € R mit |f| < K p-f.i. existiert. Die Griofle

Die Grifse

1 Flloo = I[flloe(x) = esssup | f(z)| = inf{s > 0| u(|f| > s) = 0}

zeX

heifst L°-Norm von f.

Bemerkung. Der Operator esssup bezeichnet das wesentliche Supremum einer Funk-

tion. Dabei handelt es sich um die kleinste Schranke, sodass p-fast-alle Funktionswerte

von f unterhalb dieser Schranke liegen. Analog wird das wesentliche Infimum, bezeichnet

mit essinf, definiert.

Lemma 2.3.2 (Young-Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit % —&—% = 1. Dann gilt
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Va,b > 0:

a? bl
ab < — + —
p q

Beweis. Wir nutzen die Tatsache, dass die Funktion In konkav ist, d.h. dass Vz,y €
(0,00), a € [0,1] gilt:
In(ax + (1 - a)y) > af(z) + (1 —a)f(y)

Wenden wir diese Eigenschaft mit z = aP, y = % und a = % an (n.b.: damit ist

% =1- 1% =1— a), so erhalten wir:

o Y ! p 1nq:na n(b) = In(a
ln<p+q>2pln(a)+ql (b7) = In(a) + In(b) = In(ab)

Dank der Monotonie von In folgt die Behauptung. O

Lemma 2.3.3 (Holder-Ungleichung). Seien f € LP und g € L9 fiir p,q € [1,00] mit
% + % =1 (wobei wir die Konvention % + é = 1 verwenden). Dann ist f - g € £, und

es gilt:
[ ta ] < [ 1ol a1, il
X X
Beweis. Ubungsaufgabe. O
Satz 2.3.4. Seip € [1,00]. Dann gilt:
(@) Ifll, =0 = f=0p-fi
(i) feLr xR = Af € L2 Afll, = A7,

(#i1) Minkowski-Ungleichung: f,g € LP = [+ g € LP, und es gilt:

LF+gll, < [1£11, + [lgll,

Beweis. Sei zunéchst p < oo.
(1) Es gilt:

=0 = [ [fPdpu=022 [fP =0 pfit. = f=0 ptil.
P X

(13) Folgt aus der Linearitét des Integrals.
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(7i1) Folgt fiir p = 1 aus der Dreiecksungleichung in R. Sei also p € (1,00). Mit der
Konvexitét von ¢ +— tP auf [0, c0) folgt damit:

If+9l” = < 27H (|7 + 1gl?)

on |F 9]
2
Zur Erinnerung: eine Funktion f : R — R heifit konvex, wenn Vz,y € R, a € [0, 1]
gilt:
flax 4+ (1 - a)y) < af(z)+ (1 -a)f(y)

Damit ist bereits f 4+ g € LP. Sei q := p%l (n.b.: dieses ¢ wird so gewéahlt, damit
% + % = 1 ist; es wird daher auch oft mi p’ bezeichnet). Damit gilt nach der

Holder-Ungleichung;:

eLr

P 1 1/17 119 1/‘1
/ -1 + 9P dué(/ Ifl”du> </ 1f + 9P| du)
X ~—— X X ———

€L da f4geLlP =|f4g|P~Da

1/p 1/q
p . p
g(/xm du) </X|f+g\ du)

=11l 11 + gl

Analog folgt:
. gl - 1f + P~ dp < llgll, - IIf + gll2™"

Somit folgt:

|!f+g||§§=/ 4 gl du
X ——

=|f+gl-|f+glP~!
<(fl+lgh)-|f+glP~1

S/ I 1f + g™t du+/ g - 1 + 9P~ dp
X X
-1
< (If1l, + lgll,) - 1L + gl
= (If +gll, < lIf1l, + lgll,
Nun zeigen wir die Aussagen fiir p = oo.
(i) Klar.

(71) Fir A = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also A # 0. Dann gilt:

pEIAT> ALl ) = s> 111l ) = 0
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Folglich ist [|[Af]|. < A+ ||f|o- Andererseits gilt:

w({i= i) = ({50 = 3] 11 })

ACIRVAE VA )
0

1
— ||l < o A oo
Also gilt auch [|Af|| > Al | f]] -

(1it) Sei |f| < s, |g] <t jeweils p-f.i1.; dann ist |f + g| < s+ ¢ p-f.i., und es folgt die
Behauptung.

O]

Bemerkung. Damit ist |||, eine Semi-Norm auf LP (da sie nur positiv semidefinit ist,
denn nicht nur die Nullfunktion hat bzgl. ithr Norm 0). Wir bilden also die Restklassen

der Aquivalenzrelation
fr~g:<—= g=f pfi,

welche offensichtlich eine Aquivalenzrelation ist:

[fl={g9€ Ll |g=f ptfi}

Den Restklassenraum bezeichnen wir mit LP = LP(X, o7, u) = {[f] | f € LP}. Mit den
Operationen [f] + [g] := [f + g], a[f] := [af] und der Norm ||[f]l|, := || f||, wird daraus
ein normierter Vektorraum. All diese Operationen sind unabhdngig von der Wahl des

Reprisentanten der Aquivalenzklasse, und damit wohldefiniert.

Definition 2.3.5. Sei p € [1,00|. Der lineare Raum LP = LP(X, o/, ) besteht aus den
Restklassen [f] aller p-messbaren Funktionen f mit || f||, < co. Er wird mit der Norm

II[£]ll, versehen.

Bemerkung. Wir unterscheiden weiterhin zwischen f und [f]. Man bezeichnet die
Restklassen [f] allerdings auch gerne als Funktionen, und schreibt z.B. f € LP statt
[f] € LP, da es sich bei diesen Restklassen ja prinzipiell um eine Funktion modulo einer

Verdanderung auf Nullmengen handelt.

Definition 2.3.6. Sei E € <7, f : E — R eine Funktion und fy : X — R die Fortsetzung
von f, d.h. fo(z) = f(z) Vo € E und fo(z) =0 Ve € X \ E. Dann setzen wir:

LP(E) = L2(E,p) = {f : E~R| fo € £7(X)}
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und
LP(E, p) =A{[f]| f € LY(E, )}

Dann ist durch

H[f]HLP(E) = H[fO]HLP(X)

Lemma 2.3.7. Seip € [1,00) und f = Z?Zl w;j fir jedes k € IN, wobei u; € LP Vj € IN.

Falls
o
>l < oo
j=1

ist, so gilt:
(i) Der Limes f(x) := limg_ 00 fi(z) existiert fir u-fast alle x € X.

(13) Es gilt f € LP.
(iii) Es gilt |[f — fill, =250.
Beweis. Sei D € </ der Schnitt der Definitionsgebiete der Funktionen (u;)jen. Wir

definieren:

k 9]
ge(x) = laj(@)], glx) = |uj(x)] Vo eD
Jj=1 Jj=1

Dabei existiert der Limes der Reihe immer, da alle Summanden positiv sind; er ist nur
gef. co. Es gilt gr < g1 Vk € IN, also gilt gi(z) 7 g(x) sowie |gx(x)|P 7 |g(x)|P YV € D
(jeweils fiir & — 00). Die Funktionen g und gy sind als Summen von Elementen aus L
p-messbar. Dank der Stetigkeit der Abbildung t — !/ folgt damit:

Minkowski-Ungleichung

J/ 00
2.1.6 ;.
llgll, = lim {|gk[l, < > [lujll, < oo
j=1

Dank Folgerung 2.1.12 gilt damit 3 72, [u;(z)] = g(z) < oo fiir p-fast alle z € X.

Fiir diese = existiert damit auch der Limes limy_,~ fr(z) = Zj; uj(x), denn wenn
eine Reihe absolut konvergiert, so konvergiert sie auch im klassischen Sinne. Wir wissen
ferner, dass die Funktionen f; als Summen p-messbarer Funktionen selbst p-messbar

sind, also gilt |fx|P < gP € L', sowie (analog zum Beweis von Satz 2.3.4 (i7)):

[f = fulP < 227117 + | flP) < 279”

k—o0

Mit dem Satz der majorisierten Konvergenz folgt damit f € L” und |[f — fxl|,
0. O
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Satz 2.3.8 (Fischer-Riesz). Fir jedes p € [1,00] ist (LP,||||,) ein Banachraum (i.e. ein

vollstandiger, normierter Raum,).

Beweis. Sei (fx)ren eine Cauchyfolge bzgl. ||\|p Es geniigt, eine konvergente Teilfolge
dieser Folge zu finden. Wir betrachten zunéchst den Fall p < oo, und kénnen (nach Wahl
einer Teilfolge) annehmen, dass || fy+1 — fil|, < 27% Yk € IN ist. Wir setzen fo = 0; dann

gilt mit dem Teleskopsummenargument Vk € IN:
k
fr = Zuj mit u; := fj — fj—1 Vj €N
j=1

Die Folge der Normen (||u;[|))jen ist wegen [[u;]|, = [|f; — fj-1ll, < 277~! beschrinkt
durch die Konvergente geometrische Folge (277 _l)je]N; damit konnen wir Lemma 2.3.7
anwenden, und erhalten, dass die Folge (fi)rew p-f.i. gegen eine Funktion f € LP

konvergiert.

Fiir p = oo bemerken wir:
[ felloe = filloo | < 11fi = fill, VR, 1€ N

Damit existiert der Limes limy o || fx||, (da [|fx — fill, LilmiN 0, denn (f)ken ist eine

Cauchyfolge). Die Mengen
N :=Az [ |fe(@)] > [|felloc}, k€N

Nig i=Az | |fu(@) = filx)] > [|fk = fillo}s k1 EN

sind Nullmengen, also ist auch

oo 00 00
N = UNkUUUNkJ
k=1

k=11=1

eine Nullmenge. Fiir jedes z € X \ N gilt

() = fil@)] < [fi = fillo <€

fir beliebiges € > 0, fir hinreichend grofle k,I € IN. Damit ist die Folge der Betra-
ge (|fx(x)])ren fir jedes x € X \ N eine Cauchyfolge, d.h. f konvergiert auf X \ N
punktweise gegen eine Funktion f. Fiir jedes z € X \ N gilt ferner:

F@)l = Jim [fu@)] < Jim ][l
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und, dank der Stetigkeit der Betragsfunktion:

@) = f@)] = lim | (o) ~ filw)| <

flir beliebiges € > 0, fiir hinreichend grofie k£ € IN. Damit folgt aber:

. k
1£lloo < lim [[fillo < 00 und [|fi — flloo ——2 0
k—oo

O

Folgerung 2.3.9. Gilt fi koo, fin LP fir ein p € [1,00], so konvergiert eine Teilfolge
(fx;)jen von (fi)kew punktweise p-f.d. gegen f.

Beweis. Folgt sofort aus Satz 2.3.8. O

Bemerkung. Fs ist hier notwendig, zu spezifizieren, dass nur eine Teilfolge von ( fr)ken
konvergiert. Betrachte beispielsweise die Folge von Intervallen (bzw. von endlichen Ver-
einigungen von Intervallen) (Ip)new mit Iy = [0,1/2], sodass die Grifle der Intervalle
in jedem Schritt leicht verringert wird, dass der Anfang von I, immer genau das Ende
von I,_1 ist, und dass jedes Intervall ggf. bei 1 abgeschnitten wird, und vom Punkt 0
an weitergeht. Dann konvergiert die Folge der Funktion fi := Xy, nicht insgesamt, aber

besitzt dennoch eine konvergente Teilfolge.
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